Google 



This is a digital copy of a book that was prcscrvod for gcncrations on library shclvcs bcforc it was carcfully scannod by Google as pari of a projcct 

to make the world's books discoverablc online. 

It has survived long enough for the Copyright to expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subject 

to Copyright or whose legal Copyright term has expired. Whether a book is in the public domain may vary country to country. Public domain books 

are our gateways to the past, representing a wealth of history, cultuie and knowledge that's often difficult to discover. 

Marks, notations and other maiginalia present in the original volume will appear in this flle - a reminder of this book's long journcy from the 

publisher to a library and finally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries to digitize public domain materials and make them widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their custodians. Nevertheless, this work is expensive, so in order to keep providing this resource, we have taken Steps to 
prcvcnt abuse by commercial parties, including placing lechnical restrictions on automated querying. 
We also ask that you: 

+ Make non-commercial use ofthefiles We designed Google Book Search for use by individuals, and we request that you use these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain fivm automated querying Do not send automated queries of any sort to Google's System: If you are conducting research on machinc 
translation, optical character recognition or other areas where access to a laige amount of text is helpful, please contact us. We encouragc the 
use of public domain materials for these purposes and may be able to help. 

+ Maintain attributionTht GoogXt "watermark" you see on each flle is essential for informingpcoplcabout this projcct and hclping them lind 
additional materials through Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember that you are lesponsible for ensuring that what you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a book is in the public domain for users in the United States, that the work is also in the public domain for users in other 
countries. Whether a book is still in Copyright varies from country to country, and we can'l offer guidance on whether any speciflc use of 
any speciflc book is allowed. Please do not assume that a book's appearance in Google Book Search mcans it can bc used in any manner 
anywhere in the world. Copyright infringement liabili^ can be quite severe. 

Äbout Google Book Search 

Google's mission is to organizc the world's Information and to make it univcrsally accessible and uscful. Google Book Search hclps rcadcrs 
discover the world's books while hclping authors and publishers rcach ncw audicnccs. You can search through the füll icxi of ihis book on the web 

at |http: //books. google .com/l 



Google 



IJber dieses Buch 

Dies ist ein digitales Exemplar eines Buches, das seit Generationen in den Realen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Bücher dieser Welt online verfugbar gemacht werden sollen, sorgfältig gescannt wurde. 
Das Buch hat das Uiheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich ist, kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheit und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren, Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Originalband enthalten sind, finden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tzungsrichtlinien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. Öffentlich zugängliche Bücher gehören der Öffentlichkeit, und wir sind nur ihre Hüter. Nie htsdesto trotz ist diese 
Arbeit kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu veihindem. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche Tür Endanwender konzipiert und möchten, dass Sie diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Text in großen Mengen 
nützlich ist, wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials fürdieseZwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-MarkenelementenDas "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei finden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu finden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich ist, auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus, dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechtsverletzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 
Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser We lt zu entdecken, und unterstützt Au toren und Verleger dabei, neue Zielgruppcn zu erreichen. 
Den gesamten Buchtext können Sie im Internet unter |http: //books . google .coiril durchsuchen. 



BIBLIOGRAPHIC RECORD TARGET 

Graduate Library 
University of Michigan 

Preservation Office 

Storage Number: 



ACR1303 

UL FMT B RT a BL m T/C DT 07/19/88 R/DT 03/15/00 CC STATmmE/Ll 
035/1: : | a (RLIN)MIUG86-B32135 
035/2: : | a (CaOTULAS)160540463 
040: : | a MiU | c MiU 

100:1 : I a Burkhardt, Heinrich, | d 1861-1914. 

245:00: | a Funktionentheoretische Vorlesungen. \ c Neu hrsg. von Dr. Georg 
Faber. 

260: : | a BerUn, | a Leipzig, | b Vereinigung Wissenschaftlicher Verleger, | c 
1920-1921. 

300/1: : | a 2 v. in 3 |bdiagrs. je 23 cm. 
500/1: : ja Atheadof title: Heinrich Burldiardt. 
500/2: : | a Each volume has also individual t-p. 
505/3:0 : I a I. Bd. I. Hft. Algebraische Analysis. 3., umgearbeitete Aufl. 
1920.~L Bd. 2. Hft. Einführung in die Theorie der analytischen Funktionen 
einer komplexen Veränderlichen. 5., umgearbeitete Aufl. 1921.~2. Bd. 
Elliptische Funktionen. 3., vollständig umgearbeitete Aufl. 1920. 



650/1 
650/2: 
998/1 



0: I a Functions 
0: [ a Functions, EUiptic 
: I c RHJ I s 9124 



Scanned by Imagenes Digitales 
Nogales, AZ 

On behalf of 

Preservation Division 

The University of Michigan Libraries 



Date work Began: _ 
Camera Operator: _ 



y Google 



y Google 



FÜNKTIONENTHEORETISOHE 
VORLESOTGEK 



HEINEICH BÜEKHABDT, 

I. rKOFESSOK AK DER ONIVEHSITÄT ZÜTilCH, 



ZWEITER TEIL. 
ELLIPTISCHE FUNKTIONEN. 




LEIPZIG, 

VERLAG VON VEIT & COMP. 

1899. 



y Google 



ELLIPTISCHE FÜI^KTIOIEK 



HEINEICH BÜBKHAEDT, 

(I. PHOPESSOR AN DEK UNIVERSITÄT ZÜIIICH. 



MIT ZAHLREICHEN FIGDBEN IM TEXT. 




LEIPZIG, 

TERLAG VON VEIT & COMP. 
1899. 



yGoosle 



y Google 



Vorwort. 

Für die Bearbeitung dieses zweiten Teiles meiner funktioiiün* 
theoretischen Vorlesungen sind mir ira wesentlichen dieselben Grund- 
sätze maßgebend gewesen wie für den ersten. Auch hier haben 
mir dieEiEJiiSNSchenYoratellungsweisen überall das Gerippe geliefert, 
um das sich alle Entwicklungen gruppieren. Ea ist in der That 
merkwürdig, wie wenig Kirmanns Vorgang gerade auf diesem Ge- 
biete Nachfolger gefunden hat; ich wüßte nur die Skizze in der 
ersten Auflage von C. Neumakns AsELschen Funktionen und den 
„Abriß" von Thomae zu nennen. Seibat so gute Kenner der 
EiEMAMNschen grundlegenden Anschauungen wie DueSige und Herr 
KöNiGSBEEGEE haben in der Theorie der elliptischen Funktionen too 
diesen Anschauungen verhältnismäßig wenig Gehrauch gemacht. 
Und doch giebt es auch hier eine Reihe von Fragen, namentlich 
die mit dem Umkehrproblem zusammenhängenden, die gerade auf 
dem EiSMANNschen Woge am einfachsten und durchaichtigsten er- 
ledigt werden können. 

Andererseits schien es mir durchaus erforderlich, in dieses Ge- 
rüste die weiteren Entwicklungen einzuarbeiten, die seit Riemakn 
teils auf Grund seiner Ideen, wie z, B. in der Theorie der Modul- 
funktionen, teils unabhängig davon, wie namentlich durch Weier- 
STEASs, neu hinzugekommen sind. Zur Übernahme einer solchen 
Aufgabe durfte ich mich vielleicht deswegen berufen glauben, weil 
ich in die WEiESSTRASssche Theorie der elliptischen Funktionen von 
Herrn H. A. Schwaeü, in den EiEMASNschen Ideenkreis von Herrn 
F. Klbk eingeführt worden bin. Für die Detailausführung Eie- 
MÄNNScher Ansätze habe ich auch viel aus den Schriften von Herrn 
J. Thomae ; 
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VI Tanoort. 

Das Buch beginnt mit den elementarsten Sätzen über die Ir- 
rationalität V/^), beaw. y/g (ä) und die von ilir abbängigen Integrale. 
Docb habe ich micli bei diesen möglichst kurz aufgehalten, um so- 
bald als möglich das Problem der Umkohrung des Integrals erster 
Gattung zu formuheren. Der in vielen Lehrbüchern sich findende 
Beweis für die Eindeutigkeit dieser ümkebrung, den Briot und 
BoüQüET gegeben haben, ist bekanntlich unzulänglich; der Beweis 
von ScHWAEZ (in der Abhandlung über die konforme Abbildung der 
Oberfläche des Tetraeders auf die Kugel} schien mir für den Anfang 
zu schwierig; die übrigen Beweise bedürfen zu vieler Sätze aus der 
entwickelten Theorie, Ich habe mich deshalb schüeßhch entechlossen, 
den Beweis nur für den Fall reeller Verzweigungspunkte hier durch- 
zuführen, dann aber diesen Gang der Untersuchung abzubrechen 
und im zweiten Abschnitt mit der Untersuchung der Eibenstein- 
WEiEESTBAtobSchen Parti albruehreihen für doppeltperiodische Punk- 
tionen von neuem einzusetzen, sodaß also, wer will, den ersten Ab- 
schnitt zunach'it tjanz überschlagen und das Studium des Buches 
mit dem aweiten beginnen kann. 

Bei Entwicklung dei WEiEESTBAssscheii Funktionen kann man 
entweder mit der Produktentwicklung von <t m beginnen und von ihr 
durch Differentiationen zu pu und p' u vordringen; oder man kann 
die Partialbruchentwicklung für p u an die Spitze stellen und von 
ihr aus durch successive Integrationen za pu, ^u, ff m emporsteigen; 
ich habe den letzteren Weg vorgezogen, der der Entwicklung der be- 
treffenden allgemeinen Sätze im ersten Teil folgt. — ■ Eine schwierige 
Sache bei jeder Bearbeitung der elliptischen Funktionen ist die Aus- 
wahl unter den verschiedenen Bezeichnungen: ich habe die Weiee- 
STEAsssche beibehalten, wie sie in der ScHWABZSchen Formelsammlung 
fixiert ist, mit einer Ausnahme: ich habe, wie WErEHSiBASS früher 
selbst gethan und vrie neuerdings gleichzeitig von den Herren Study, 
Tannery und Mole vorgeschlagen worden ist, nicht «^ + w^, sondern 
— (öj^ + 0)3) mit «2 bezeichnet. Das bringt einige Änderungen in den 
Werten der eindeutig definierten zweiten und vierten Wurzeln aus den e 
mit sich; doch ist es deswegen nicht nötig, A' so zu definieren, daß es 
im sogen. Normaltall negativ reell wird, wie Tanseby und Molk thun. 

Auf den ersten BÜck größer ist eine andere Unbequemlichkeit, 



y Google 



Vorwort. vn 

an der man nicht vorbei kommt, wenn man nicht in der Mitte des 
Buches die Bezeichnung wechseln will. Einerseits nämlich muß man 
im sogen. Normalfall durchaus der complexen Periode den Index 2 
zuweisen, wenn man die den Halbperioden zugeordneten Verzweigiings- 
punkte mit denselben Indices wie diese versehen und dabei doch 
daran festhalten will, daß die Indices der Verzweigangspunkte ihre 
ö-rößenfolge festlegen. Andererseits wird man aber docb im Normal- 
fall alle Perioden aus der reellen und der rein imaginären zusammen- 
setzen wollen. Beides zusammen bedingt, daß man überhaupt überall, 
auch in der Transformationstbeorie, 2m^ und 2033 als die Funda- 
mentalperioden behandelt, aus denen sich alles zusammensetzt-, — 
WEiEBSTt,A,ss umgeht diese Schwierigkeit, indem er bei allgemeinen 
TJnteisuchungen die Fundamentalperioden mit 2o) und 2(o' bezeich- 
net dann i^t aber der Accent nicht mehr zur Bezeichnung der 
trausfoi mierten Perioden disponibeh 

Im iunften Abschnitt habe ich eine allgemeine Theorie der sogen. 
jAi^oBitchen Funktionen im wesentlichen im Anschluß an das Buch 
von H 'Web>b gegeben; sie scheint mir in der That nicht entbehrt 
werden zu können, wenn man zum Verständnis der Rolle kommen 
will, die die Thetafunktionen in der Theorie spielen. Daran an- 
schließend habe ich die sogen, elhptischen Funktionen III, Art be- 
handelt; die bezw. Formeln gewinnen merklich an Emfachbeit, wenn 
man sie für Funktionen der Charakteristik (0, 0) statt, wie es meist 
geschiebt, solche der Charakteristik (1, 1) aufstellt. 

Der sechste Abschnitt, „das Umkehrproblem", bildet den Mittel- 
punkt des Buches. Ich habe versucht (vgl. § 53 a. E. und § 54 a. F.), 
die verschiedenen hier in Betracht kommenden Fragen sorgfältig 
auseinander zu halten, um dadurch das Auftreten der Theta- 
funktionen nicht so ganz unvermittelt erscheinen zu lassen. Von 
dem übrigen Inhalte dieses Abschnittes möchte ich hier nur noch 
die in § 60 gegebene nähere Bestimmung der Perioden des Inte- 
grals III. Gattung hervorheben. 

Nach einem kurzen Zwischenabschnitt über kanonische Formen 
des elliptischen Integrals habe ich im achten Abschnitt die lineare 
Transformation soweit behandelt, als es mir der Zweck des Buches 
mit sich zu bringen schien; auf die explicite Bestimmung der achten 
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VIII Vorwort. 

Einheita Wurzel, die bei der linearen Transformation der Thetafonk- 
tionen auftritt, habe ich verzichten zu dürfen und zu sollen geglaubt. 
Dagegen bin ich ausflihrlicher, als es wohi sonst geschieht, auf die 
Darstellung der Art und Weise eingegangen, wie die lineare Trans- 
formation durch Abänderung des Qnerschnittsystems der Kibmann- 
schen Fläche zu stände kommt. 

Ebenso habe ich den neunten Abschnitt, „Ausartungen der ellip- 
tischen Punktionen", ausführlicher angelegt. Insbesondere hat hier 
die Entwicklung von K' nach Potenzen des Moduls Platz gefunden. 
Sie läßt sich ja leicht aus der Theorie der hypergeometrischen Beihe, 
andererseits auch durch iterierte quadratische Transfonnation ge- 
winnen; das erstere setzt aber Kenntnisse voraus, die ich nicht in 
Anspruch nehmen wollte; das letztere vertrug sich nicht mit der 
Anordnung des Stoffes. Aus den Vorlesungen von Herrn Schwaez 
war mir eine elementare Methode bekannt, die das Integral durch 
Einschaltung eines willkürlichen Zwischenwertes in zwei Summanden 
spaltet und jeden derselben für sich entwickelt; ich habe den 
Zwischenwert so gewählt, daß die beiden Summanden einander 
gleich werden. 

In den zehnten Abschnitt, der ßealitätsverhältnisse betrifft, 
habe ich auch eine Diskussion der beiden ganz speziellen Fälle auf- 
genommen, daß die Verzweigungspunkte harmonisch, hezw. äqui- 



Der elfte Abschnitt handelt von Modulfunktionen, der zwölfte 
von den Transformationen höheren Grades der elliptischen Funk- 
tionen. Es war dabei meine Absicht, die betreffenden Theorien 
soweit zu entwickeln, daß die für numerische Rechnung zu benutzen- 
den speziellen Transformationsformeln liicht als isolierte empirische 
Eechnungsformeln erscheinen, sondern daß ihre Stellung innerhalb 
der Theorie deutlich wird. Natürlich habe ich mich dabei vielfach 
an das Buch von Khein und Füiceb über Modulfunktionen ange- 
schlossen; nur habe ich von der Theorie der linearen Differential- 
gleichungen auch hier keinen Gebrauch machen wollen und daher 
den Hauptsatz des § 93 auf dem von Schwakz in der oben schon 
einmal erwähnten Abhandlung eingeschlagenen Wege abgeleitet. 
Übrigens wird die ausführliche Behandlung gerade der einfachsten 
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Vorwort. 



Fälle auch als Ergänzung des genannten Werkes manchem will- 
kommen sein. 

Was den folgenden Abschnitt, „numerische Berechnungen", be- 
trifft, so hat es mich gefreut, aus dem während des Druckes er- 
schienenen n. Heft der Kreiseltheorie von Klein und Sommerfeld 
zu sehen, daß ich in fast allen wesentlichen Fragen mit den Ver- 
fassern derselben Meinung bin. In einem Punkt weiche ich aller- 
dings insofern ab, als ich für die Zwecke meines Buches nicht wie 
die Verfasser mich auf eine relative Genauigkeit von 1 "/„u beschränken 
wollte. Sobald man aber darüber hinausgeht, ist ea nicht mehr 
so bequem, die LBGEHDEESchen Tafeln zu benutzen, da man dann 
in ihnen in Bezug auf beide Argumente interpolieren muß. Viel- 
mehr ist es dann bequemer, sich der quadratischen Transformation 
zu bedienen; die betreffenden Formeln sind in der von Schwapz 
herausgegebenen Formelsammlung ausführlich zusammengestellt. 
Doch habe ich die Sache so dargestellt, daß mau nicht nötig hat, 
erst auf die WEtEESTEASssche Normalform zu transformieren; in der 
That hängt ein Teil der FaUunterscheidnngen , die Schwaez zu 
machen genötigt ist, nur au dieser vorhergehenden Transformation. 

Schließlich habe ich noch drei Abschnitte Anwendungen hinzu- 
gefügt; es schien mir auch für die Zwecke einer ersten Einführung 
durchaus erforderlich, wenigstens an einigen Beispielen zu zeigen, 
welcherlei Aufgaben denn nun eigentlich mit den eUiptischen Funk- 
tionen gelöst werden können. Von den zahlentJieoretischen Anwen- 
dungen habe ich dabei absehen zu dürfen geglaubt, da diese erst 
vor kurzem in dem Buche von H. Webek dargestellt worden sind. 
Dagegen habe ich die Anwendungen auf algebraische Gebilde, bezw. 
auf algebraische Kurven soweit dargestellt, als es geschehen konnte, 
ohne von der Theorie der algebraischen Funktionen mehr voraus- 
zusetzen, als im ersten Teil entwickelt ist. Dabei habe ich außer 
Kleins Normalkurven namentlich auch die These von Htjmbert benutzt. 
Dann habe ich (XV) die Theorie der LAMischen Gleichung gegeben, 
wesentlich im Anschluß an Halphen ; endhcb (XVI) eine Darstellung 
des Problems des sphärischen Pendeln, mit besonderer Berücksichtigung 
der Ausartungsfälle. 

Wie man aus dieser Inhaltsübersicht ersieht, habe ich die Auf- 
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gäbe eines solchen Buches nicht sowohl darin gesehen, die ber- 
könimlicherweise als elementar betrachteten Teile der Theorie er- 
schöpfend zu behandeln, als vielmehr den Studierenden den Zugang 
zu allen Teilen des Gfebaudes zu eröffnen und ihn mit den ver- 
schiedenen Metboden zur Behandlung der Theorie bekannt zu machett. 
Beiseite gelassen habe ich den von Aeokholb und Clebsch gebahnten 
Weg der Verwendung homogener Variabein und der Inyarianten- 
theorie; in der That scheinen mir in der Theorie der elliptischen 
Funktionen (anders in der der AsEL'schen) die Vorteile dieses Ganges 
die Umständlichkeiten nicht aufzuwiegen, die eine einwurfsfreie Be- 
gründung desselben mit sich bringt. Infolgedessen mußte ich § 55 
die Einordnung der WEiERSTEAssschen Funktionen p u und p' u in 
die EiEMÄNNsche Theorie anders motivieren als KuäiN es thut. 

Angabe der ersten Quelle von Definitionen und Sätzen habe 
ich auch in diesem Teil unterlassen zu dürfen geglaubt, 

Der Verlagshandlung bin ich an besonderem Danke für das 
Entgegenkommen verpflichtet, das sie mir bei Unterbrechungen des 
Druckes und sonstigen Störungen gezeigt hat 

Zürich, den 9. Februar 1899. 

H. Burkhardt. 
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EßSTER ABSCHNITT. 



Elliptische Integrale. 

§ I. Die zweibläürige RiEMANN'sche Fläche mit vier 
Verzweigungspunl(ten. 

In I, § 62 \ hatten wir die rationalen Funktionen von s und 
der Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion ersten oder zweiten 
GJrades von z, s = y/'(z), untersucht. Wir hatten gefunden, daß es 
in diesem Falle möglich ist, eine uniformisierendeHilfsvariablet {I, § 53) 
so einziiiTÜiren, daß sich z und ^ f{z) fils Tationale Funlrtionen von t 
ausdrücken lassen. Infolgedessen führte die Integration rationaler 
Funktionen Ton z und y f\z) auf keine andern Transcendenten, als 
auf diejenigen, die schon aus den Integralen rationaler Funktionen 
sich ergeben. Bei Integralen, die von höheren algebraischen Ir- 
rationalitäten abhängen, ist das im allgemeinen nicht mehr derFaU; 
sie stellen selbständige Transscendente dar, deren Eigenschaften nur 
aus direkter funktionentheoretischer Untersuchung erkannt werden 
können. Dieser Untersuchung wird eine wenigstens summarische 
Untersuchung der zugehörigen algebraischen Irrationalitäten voraus- 
gehen müssen. 

In diesem Hefte beschränken wir uns auf die Untersuchung 
der nach den schon behandelten einfachsten Klassen algebraischer 
Irrationalitäten, nämlich der Quadratwurzeln aus raliotialen ganzen 
Funktionen dritten oder vierten Grades; wir werden bald sehen, daß 
wir diese beiden öradzahlen zweckmäßigerweiae zusammen behandeln. 

Halten wir uns zunächst an den Fall, daß unter der Wurzel 
ein Polynom vierten Grades steht; wir bezeichnen es mit: 
1) f(z) = a„z* + 4a^z^ + Öa^z^ + ia^z + «„ 

' In dieser Form wird im folgenden der 1897 im gleiclien Verlage er 
schienene I. Teil dieser Vorlesungen; „Bj/rbführung in die Theorie der analy- 
tisehen Funktionen einer eomplexen YerändBrliehen" eitiert. 

BDBKHARDr, FunfeUonen. n. | 
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indem wir im Interesse der Vereinfachuiig späterer Itechüungeii 
nicht die Eoeffizienten selbst, sondern ihre Quotienten durch be- 
stimmte Zahlenfaktoren (BiDomialkoefHzienten) mit eigenen Buch- 
staben bezeichnen. Die Gleichung f(z) = hat nach dem Funda- 
meiitalsatz der Algebra (I, §§ 4A, 46) vier Wurzeln; wir bezeichnen 
sie in behebig gewählter Reihenfolge mit «„, «, , a^, Kg, sodaß: 

2) f{') = <>,('-«.)('-«;,)(^-«J('-<»,) 

wird. Für diese Wurzeln soll folgende Festsetzung gelten; 

I. So lange nicht das Gegenteil ausdrücklich zugelassen wird, 
setzen wir hier und im folgenden stets voraus, daß die vier Wurzeln a 
alle vier voneinander verschieden seien. 

Im übrigen sollen diese Wurzeln bei unseren allgemeinen Unter- 
suchungen keiner weiteren Beschränkung unterliegen. 

Um uns nun über die Gesamtheit der Werte der Funktion 

3) . - 1/7W 

einen Überblick zu verschaffen, verfahren wir analog, wie in I, 
§ 58—62. Wir bezeichnen einen der beiden Werte von ]/ «„, gleich- 
viel welchen, mit ']/a„; wir setzen: 

4) z-a^^r^e'n (/: = Ü, 1, 2, 3); 



wir verstehen unter y r,, r^ r^ r^ den positiven Wert dieser Quadrat- 
wurzel. Dann erhalten wir: 



!'(9'0+ V 



5) , = v«;:yr„,-, 

Die Exponenten y^. sind durch (4) nur bis auf ganzzahlige Vielfache 
von 2n bestimmt (I, § 4, VII); zwei verschiedene Wertsysteme der- 
selben geben, in (5) eingesetzt, übereinstimmende oder verschiedene 
Werte von s, je nachdem ihre Summen sich um ein gerades oder 
ein ungerades Vielfaches von 2 si unterscheiden. Wählen wir für 
einen beliebigen, von «„, a^, a^, u^ vei^chiedenen Wert z" von z 
unter den zugehörigen Werten der (f^ willkürliche, aber im folgenden 
festzuhaltende aus und bezeichnen sie mit (p^, so können wir die 
beiden zu z" gehörenden Werte von s dadurch unterscheiden, daß 
der eine: 

der andere: 

ist. 
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§ 1. Die xweibläitrige BieuANnsahe Mäche mit vier Yerx 

Nun lassen wir den Punkt z in seiner Kbene einen von ä" 
ausgehenden, die Punkte «^ vermeidenden, im übrigen beliebigen 
Weg beschreiben und schließlicb nach z" zurückkehren. Dabei ver- 
folgen wir, mit Sj" ausgehend, die 'stetige Änderung von s, indem 
wir in jedem Punkt des Weges denjenigen Wert von s markieren, 
der sich stetig an die auf dem vorher durchlaufenen Wegstück mar- 
kierten Werte anschließt. (Daß stets ein und nur ein solcher Wert 
TorhiiadeE ist, folgt aus I, § 54, IV.) Wir fragen hierauf: ivenn z 
nach Zf, zurückgekommen ist, wird dann auch s^ nach s^ zurück- 
gekommen, oder wird es vielleicht nach s^ gelangt sein? Das wird 
davon abhängen, oh die Arcus ^; zu ihren ursprünglichen Werten 
zurückgekommen sind oder sich geändert haben. Wir kennen aber 
die Änderung, die der Arcus einer complesen Zahl z — a^ erfährt, 
wenn die Variable z einen geschlossenen "Weg beschreibt: er vei- 
mehrt sich (I,,§ 54, XI) um Imji, wenn der Weg von ^ — (^ den 
Nullpunkt, d. h. wenn der Weg von z den Punkt «^ m-mal umwindet. 
Da nun die Änderungen der einzelnen gs sich einfach summieren, 
und da Vermehrung ihrer Summe um ein gerades Vielfaches von 
2 TT den Wert von s nicht ändert, so können wir schließen: 

II. Wenn z von z° ausgehend einen geschlossenen Weg befchreibt 
und s dabei von s^" ausgehend sich stetig ändert, so gelangt s nach «," 
zurück oder nach s^'^, je nachdem die Summe der Windungszahlen des 
Weges von z um die Funkte a^ a^ a^ «g gerade oder ungerade ist 

(Z. B. sind für den in Fig. 1 gezeichneten Weg die Windungs- 
zahlen -j- 1, + 2, — 1, -H 1; ihre Summe ist = 3, s kehrt auf diesem 
Wege nicht zu seinem Äusgangswert zurück.) 

Wollen wir also dem Punkte z nur solche Wege gestatten, auf 
welchen er mit demselben Funktionswert s belastet zurückkehrt, mit 
dem er ausgegangen war, so müssen wir ver- 
hindern, daß er eine ungerade Anzahl der 
Punkte tt umkreist. Wir könnten das etwa 
dadurch erreichen, daß wir von jedem dieser 
Punkte aus eine gerade Linie ins Unendliche 
zögen und dem Punkte z verböten, eine dieser 
Linien zu über schreiten, sodaß er überhaupt 
keinen Verzweigungspunkt umkreisen könnte. 

Einfacher erreichen wir dasselbe, wenn wir die Verzweigungspunkte 
paarweise durch sich nicht schneidende^ Linien verbinden, etwa «„ 

' Diese Einaehränkang hat keine wesentliche Bedeutung, aondeni wird 
nur der Bequemliehkeit wegen gemacht. 
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Elliptische Integrale. 




mit ßj und a^ mit «g. Um dem Verbot der Überschreitung dieser 
Linien nachdrücklich Geltung zu verschaffen, schneiden wir die 
Ebene ihnen entlang auf; die aufgeschnittene Ebene nennen wir S. 
Lassen wir nun (Tgl. Fig.' 2) den Punkt z von z" aus nach 
einem anderen Punkte z^ zwei verschiedene Wege L^ Z^ durchlaufen, 
die beide ganz innerhalb S' liegen, also keinen der Einschnitte ubei- 
schreiten, und lassen wir dabei jedesmal s, von s^ beginnend, sich 
stetig ändern, so muß es beidemal zu demselben Endwert geluhit 
werden, Denn würde es z. B längs L^ 
nach *^^, längs L^ nach s^ kommen, so 
würde auf dem Wege Jj^ der andere Aus- 
gangswert s^" = ^ ^i" i"^ *i' übergeführt 
werden; dann würde aber auf einem ge- 
schlossenen Wege L, der von z" längs L^ 
nach z'^ und dann längs L^ zurück nach 
l"ig. 2. z" führt, s vom Ausgangswert Sy° über s^ 

in s^" übergeführt werden. Das würde 
aber dem Satze 11 widersprechen, da der Weg L eine gerade Anzahl 
Verzweigungspiinkte umwindet. Demnach können wir zunächst den 
Satz aussprechen: 

m. Auf aßen innerkalb S' moplichen Wegen von z° nach z^ ge- 
langt s, von s^" ausgehend, immer zu einem und demselben Werte ä,^, 
von *2 ausgehend zu dem anderen Werte s^. 

Bezeichnen wir dann die Gesamtheit der Werte, die von s^" 
aus auf solchen Wegen erreicht werden können, als einen „Zweig" s^ 
der Funktion s, die Gesamtheit der von «j* aus erreichbaren Werte 
als den anderen 2weig, so können wir den Satz aussprechen: 

IV. Die Gesamtheit der Werte der zweiwertigen Funktion s kann 
in zwei Fnnktions zweige Sj und s^ zerlegt werden, deren jeder inner- 
kalb der zerschnittenen Ebene S' eindeutig definiert und stetig ist. 

Bei gegebener Lage der Verzweigungspankte und nach ge- 
troffener Wahl der Einschnitte würde es möglich (wenn auch um- 
ständlich) sein, Sj und s^ durch Ungleichungen zwischen den (p^ von- 
einander zu unterscheiden, analog wie der /(*= Wert des Logarithmus 
in I, § 56 durch die Ungleichung: 

(2A~ I)?t < <f^(2k + l)n 
charakterisiert war. 

In je zwei Punkten ß, y, die einander auf den beiden Ufern 
eines Einschnittes gegenüberliegen, besitzt der Funktionszweig s^ 
Werte, die einander entgegengesetzt gleich sind: 
8) <,(|5)--.',M- 
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§ 1. Die «weibläitrige BiEHANNsofie Mäche mit vier VerxwetffungspunMmt. 5 



(Genauer aa sge drückt : Nähert sich ein variabler Punkt jt, indem er 
innerhalb 5' bleibt, einem beBtimmten Punkt / des Einschnittes, 
das eine Mal von der einen, das andere Mal von der anderen Seite 
her, so nähert sich dabei s^ jedesmal einem bestimmten Grenzwert; 
diese heiden Grenzwerte sind einander entgegengesetzt 
gleich.) Denn will man von einem Ufer des Ein- 
schnittes auf das andere gelangen und dabei doch 
innerhalb S' bleiben, so muß man einen der Ver- -^-o- — 
Zweigungspunkte umkreisen (Fig. 3}. Ebenso ist s^iß)— ~ *2 (?')■ 
Andererseits ist aber nach (7): s^[ß)^ — s^{ß) und 5^(7) = — s^(r). 
Also folgt: 

d. h.: 

V. Längs des Einschnittes schließen sich die Werte, die jeder der 
Funktionszweige s^ , s^ auf der einen Seite des Einschnittes ■ besitzt, 
stetig an die Werte an, die jedesmal der andere ßiinktionszweig auf 
der anderen Seite desselben besitzt. 

Demnach können wir folgendennaßen eine EiEMANNSche Fläche 
konstruieren, auf der s eine eindeutige und bis auf einzelne Puakte 
stetige Funktion des Ortes ist; 

VI. Wir nehmen zwei Exemplare der in der angegebenen Weise 
aufgeschnittenen Ebene S' und heften sie längs der EiTischnitte kreuz- 
weise aneinander, sodaß an Stelle der Einschnitte Übergangslinien, 
entstehen. 

Ein geschlossener Weg der einfachen Ebene, der die Ver- 
zweigungspunkte zusammen eine gerade Anzahl Male umlcreist, er- 
scheint auf dieser Fläche als ein Weg, der die Übergangslinien 
zusammengenommen eine gerade Anzahl Male überschreitet (vgl. I, 
§ 55, IS und X), also auch auf der Fläche geschlossen ist; ein ge- 
schlossener Weg in der Ebene, der die Verzweigungspunkte eine 
ungerade Anzahl Male umkreist, erscheint auf der Fläche als ein 
Weg, der die Übergangslinien zusammengenommen eine ungerade 
Anzahl Male überschreitet, also nicht nach demselben Punkt der 
Fläche, sondern nach dem gerade darüber- bezw, dai-unterliegenden 
zurückführt. Infolgedessen überträgt sich Satz II folgendermaßen 
auf die Fläche; 

VII. J^eder geschlosssene Weg auf der Fläche fuhrt s zu seinem 
Ausgangswerte zurück; und jeder Weg, auf dem nicht nur z, sondern 
auch s zu seinem Äusgangswerte zurückgelangt , ist auf der Mäche 
geschlossen. 
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Das ist aber gerade, was wir mit der Einführung einer Eib- 
MANNschen Fläche statt der schlichten Ebene erreichen wollen. 
Wir sagen; 

VIII. Auf der nach Angabe von A'r. VI konstruierten RiEXA^fN- 
schen Fläche ist s eine eindeutige Funktion des Ortes, die überall da 
stetig ist, wo sie endlich ist. 

So oft es uns zweckmäßig erscheint, können wir die so ge- 
wonnene, zweiblättrig über der Ebene ausgebreitete Fiäclie durch 
stereographische Projelition in eine zweiblättrige EiEMANNacbe 
Kagelääche umformen, ähnlich wie es in I, § 55 fi'. mit den dort 
behandelten Flächen geschehen ist. 

Auf eine Fläche von ganz ähnlicher Beschaffenheit werden wir 
übrigens geführt, wenn wir die Quadratwurzel aus einem Polynom 
dritten Grades: 

10) . - iZT') - /o>"^«;JF^^) (^ ",) 

\intersuchen, Wir haben hier allerdings nur drei Verzweigunga- 
punkte «j, Kg, ßg im Endlichen; wollen wir aber verhindern, daß 
der Punkt z eine ungerade Anzahl von ihnen umkreist, so müssen 
wir notwenchg (mindestens) von einem von ihnen einen Einschnitt 
ins Unendliche ziehen. Die beiden anderen können wir dann durch 
einen zweiten Einschnitt verbinden. Verfaliren wir hierauf wie 
unter VI angegeben, so erscheint auch der unendlich ferne Punkt 
als Verzweigungspunkt der Fläche. In der That hefert die Sobsti- 
tiition (vgl. I, §§ 21 u. 44): 
It) .= !/.■ 

für s den Ausdruci;: 



aus dem hervorgeht, daß s auch bei Umkreisung von z' = 0, d. h. 
2 = CO sein Vorzeichen ändert. Wenn wir die Ebene auch hier zur 
Kngel umformen, erhalten wir eine Fläche, die sich Yon der zuerst 
betrachteten m nichts weiter unterscheidet, als daß einer der Ver- 
zweigungspunkte m dem mit z = Cß bezeichneten Punkte liegt. 

§ 2. Umformung dieser Fläche in eine Torusfläche. 

Solange es sich nur um qualitative Untersuchungen handelt, 
sind wir nicht ü.n die genaue Form der im vorigen Paragraphen 
konstriuerten Fläche gebunden, sondern können (wie in I, § 60) 
mit ihr Umfonaungon vornehmen, wenn wir nur dafür sorgen, daß 
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. § ,2. Umformung dieser Fläche m eine Tmitsfläcke. 1 

dabei keine Zerreißung eintritt. "Wir verfahren dabei zunächst ganz 
ähnlich, wie an der eben erwähnten Stelle des I. Teiles, nur können 
wir hier nicht wie dort die innere Kugel durch eine der Uber- 
gangsHnien ganz herausziehen, da sie ja außerdem noch durch die 
andere Übergangslinie mit der äußeren zusammenhängt. Wohl 
aber können wir sie uns (Tgl. Fig. 4) immer mehr und mehr ab- 
geplattet denken, bis sie in eine doppelt überdeckte ebene Scheibe 
übergeht, und dann die beiden Blätter durcheinander durchschlagen. 
Ä. a. 0., wo wir nur mit einer Übergangslinie zu thun hatten, haben 
wir durch diese Operation eine mit einer Einstülpung Yersehene 
Kugel erhalten. Hier, wo noch eine zweite Übergangslinie Torliegt, 
geht diese Einstülpung durch die Kugel hindurch und mündet auf der 
anderen Seite, da, wo ursprünglich die zweite Ubergangslinie sich befand, 
wieder ins Freie. Mit anderen Worten, wir haben eine Ktigel mit 
einer Durchbohrung vor uns. Diese kann dann weiter durch stetiges 




Fig. 4. Fig. 5. 

Biegen und Verzerren übergeführt werden in einen Toms oder Bing, 
d. h. in die Fläche, die durch Rotation eines Kreises um eine in 
seiner Ebene liegende, ihn nicht schneidende Axe entsteht (Fig. 5). 
Wir können übrigens, wie in I. § 60, die Sache auch noch 
etwas anders auffassen: wir können wie dort flie Fläche auseiiiander- 
schneiden, jeden Teil für sich deformieren und 
dann die Teile wieder zusammenfügen, wenn 
wir nur dafür sorgen, daß ihre Bänder genau 
ebenso wieder aneinander gesetzt werden, wie 
sie ursprüngUch zusammengehörten. In unserem 
Falle können wir etwa die Fläche zunächst 
längs der Übergangslinien aufsclmeiden, so daß 
die Blätter auseinanderfallen. Schieben wir 
dann die Ränder der Schlitae zurück, so er- 
scheint jedes Blatt als Kugel mit zwei Öff- 
nungen (Fig. 6), Die letzteren lassen wir immer größer werden, so- 
daß wir zwei Exemplare einer Art Ton Kugelzone erhalten; diese 
platten wir ab zu einer Art von ebenen Ringflächen. Zwischen 




ilg. e. 



yGoosle 



deren Uändei 

wie sie auf der vorgi 

musseil 



wir min dieselben Verbindungen herstellen, 
;elegten Fläche bestanden haben, d. h. wir 



verbinden, und zwar so, daß die Pfeilrichtungen zur Deckung kommen. 

Man sieht; es kommt anob hier eine torusartige Fläche zu Stande, 
(die man sich nachher noch durch 
Biegungen und Verzerrungen in 
einen genauen Torus übergeführt 
denken kann); und nwar ent- 
spricht die Außenseite dieser 
Fläche durchweg der Außenseite 
Yi 7. der ursprünglichen doppelt über- 

deckten Kugel. Denn tun die 

verlangte Verbindung zu Stande zu bringen, müssen wir die eine 

der beiden ebenen Eingflächen erst im Räume umdrehen; dann 

kommt bei beiden die Oberseite nach außen. 




§ 3. Zusammenhangsverhältnisse. 

Auf der Torusiläehe können wir nunmehr die Zusammenhangs- 
verhältnisse bequem überblicken und sie dann auf die zweiblättrige 
EiEMÄMNSche Kugelfläcbe mit vier Verzweigungspunkten zurüek- 
übertragen, auf der sie nicht so unmittelbar anschaulich sind. Wir 
beginnen mit der Definition: 

L Mnen in sich zurücklaufenden, sich nicht selbst durchsetzenden 
Schnitt auf einer Fläche, der mit deren etwaiger Berandung keinen 
Funkt gemeinsam hat, nennen wir einen Sückkehrschnitt. 




Fig. 8. 

Eine Kugel hat' die Eigenschaft, daß sie durch jeden ßück- 
kehrschnitt in zwei ganz getrennte Stücke zerfällt. Der Torus- 
fiäche kommt diese Eigenschaft nicht zu; rielmehr giebt es auf ihr 
Kurven von der Art, daß ein längs einer solchen Kurve geführter 
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Eückkehrschnitt die Fläche noch nicht zerfällt. Solche Kurven 
sind z. B. sowohl die Meridiankreise (Fig. 8), als die Breitenkreise der 
Fläche (Fig. 9). Wenn aber ein solcher Schnitt ausgeführt ist, kann 
kein weiterer Eückkehrschnitt ausgeführt werden, ohne daß die 
Fläche zerfällt. Definiert man also: 

II. Unter der Geschlechtszahl p einer geschlossenen Fläche versteht 
man die größte Anzahl einander nickt schneidender Rückkehr schnitte, 
-die man auf ihr ziehen kann, ohne daß sie zerfällt^''- 
SO folgt: 

HL Die Kugel hat das Geschlecht p = 0, die Torusf.äche das 
Geschlecht p = \. 

Ans dieser Eigenschaft allein geht schon hervor: 

IV, Es ist nicht möglich, die Torusfläche oder die zweiblätterige 
BiEMÄSNsche Fläche mit vier Ferzweigungspunkten eindeutig und stetig 
auf die Kugel abzubilden. 

Ziehen wir auf unserer Torusfläche einen Rückkehrschnitt, 
z. B. längs eines Meridiankreises, und schneiden sie längs desselben 
wirklich durch, so wird sie dadurch in eine Fläche mit zwei Eand- 
kvtrven verwandelt, die wir etwa als eine zusammengebogene Cylinder- 
fläche bezeichnen können. Diese Fläche ist nicht einfach zusammen- 
hängend (I, § 29, VII); wir können auf ihr zwar keinen Eückkehr- 
schnitt mehr ziehen, ohne daß sie zerfäUt, wohl aber noch einen 
Querschnitt, d. h. einen Schnitt von einem Eandpnnkte nach einem 
anderen (I, § 35, Fig. 16) — z. B. längs eines Parallelkreisea. So 
erhalten wir eine Fläche, die mit einiger Verzerrung in ein ebenes 
Eechteck ausgebreitet werden kann. Wir können daher sagen: 

V. Die Torusfläche kann durch einen Rück- 
kehrschfätt und einen Querschnitt in eine einfach 
zusammenhängende Fläche verwandelt werden. 

Alles dieses übertragen wir nun von der 
Torusfläche zurück auf die EiEMANNSche Kugel- 
fläche. Dazu müssen wir den UmformungH- 
prozeß, der diese Fläche in jene überführte, 
rückwärts durchlaufen und dabei die G-estalts- „. ^^ 

Veränderung der Schnitte durch die einzelnen 
Schritte jenes Prozesses hindurch verfolgen; dabei ist es gleich- 
gültig, ob wir den einen oder den andern der in § 2 geschilderten 

■^ Natürlich ist man erst dann berechtigt, diese Dcfinitioa allgemein auf- 
zuat«llen, wenn man gezeigt hat, daß diese Anzahl in jedem Falle von der 
Auswahl dei- Schnitte unabhängig ist. Bei der Kugel tind dem Torus über- 
sieht man das noch unmittelbar. 
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Prozesse benutzen. Jedesmal entspricht einem Parallelkreis des 
Ringes eine Kurve (wie A in Fig. 10), die ganz in einem Blatte 
verläuft und die beiden durcii die eine Übergangelinie verbundenen 
Verzweigungspunkte von den beiden durch die andere Ubergangs- 
linie verbundenen in diesem Blatte trennt. Einem Meridiankreis 
des Ringes andererseits entspricht eine Kurve (wie B in Fig. 10), 
die von einem Punkt der einen Übergangslinie zu einem Punkt der 
andern im einen Blatte hin, im .andern zurückftUvrt. (In der Figur 
sind die im einen Blatte verlaufenden Linien ausgezogen, die im 
andei-n Blatte verlaufenden punktiert.) Die beiden Kurven schneiden 
sich auf der RiEiuANHSchen Fläche in einem, und nur in einem 
Punkte, wie das auch auf dem Torus der Fall war. Der andere 
Schnittpunkt, den Fig. 10 aufzuweisen scheint, ist nur ein scheinbarer: 
dort verläuft die eine Kurve im einen, die andere im andern Blatte. 

§ 4. Rationale Funktionen von ^ und ]^fi(sj oder Y7s(^- 

Die Untersuchung eindeutiger, von wesentlichen Singularitäten 
freier Funktionen auf einer zweiblättrigen EiEMANNschen Fläche 
mit zwei Verzweigungspunkten wurde uns (I, § 61) wesentlich da- 
durch erleichtert, daß wir diese Fläche umkehrbar eindeutig und 
im allgemeinen konform auf die Kugel abbilden und infolgedessen 
alle jene Funktionen als rationale Funktionen einer Hilfsvariabeln 
ausdrücken konnten. Die zweiblättrige RiEMAWNSche Fläche mit vier 
Verzweigungspunkten dagegen läßt (§ 3, IV) überhaupt keine umkehrbar 
eindeutige und stetige, geschweige denn eine konforme Abbildung 
auf die Kugel au, "Wir können deshalb hier nicht auf dem damals 
eingeschlagenen Wege eine solche Hilfsvariable ausfindig machen (und 
werden in § 7 sehen, daß es auch auf keinem anderen Wege ge- 
lingen kann). Infolgedessen müssen v^ir hier andere Hilfsmittel der 
Untersuchung herbeiziehen. Wir beginnen mit der Bemerkung; 

Wenn es auch nicht möglich ist, die ffanze Fläche in der er- 
wähnten Weise abzubilden, so ist es doch möglich, die Umgebung 
jedes ihrer Punkte auf einen einfach überdeckten, ganz im Endlichen 
gelegenen Bereich einer Hilfsebene (f-Ebene) konfonn so abzubilden, 
daß jedem Punkt jener Umgebung nur ein Punkt dieses Bereiches 
entspricht. Für Punkte der Fläche, die endlichen Werten von z 
entsprechen und keine Verzweigungspunkte sind, ist das selbst- 
verständlich ; für einen Verzweigungspunkt im Endlichen ) 
es durch die Substitution: 
1) '-«,- 1'; 
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§ 4. nationale Funktionen von % und '\/ f^ (x) oder ~^ f^(%j. 11 

für einen unondlieli fernen Punkt, der kein Verzweigungspunlrt 
ist, dnrcli: 

2} «-^-1; 

für einen unendlich fernen Verzweigungspunkt durch: 
3) ^ = (-3. 

Man kann eine solche Variable ( „regularisierende Hilfsvariable für 
den betreffenden Blinkt der Fläche" nennen. Dann erweisen sich fol- 
gende Definitionen als zweckmäßig: 

I. Der Ausdruck: ^ine Funktion ist in der Umgebung von z = z^ 
„auf der Mäche regulär" soll bedeuten: sie ist als Funktion der zu 
diesem Punkt gehörenden regularisierenden Hilfsvariabeln t in der Um- 
gebung vOn t=0 regulär in dem I, § 33, I (vgl. auch I, § 37, III 
und § 38, IV) festgesetzten Sinne. 

IL Wird eine der zu untersuchenden Funktionen irgendwo Null, 
bezw, unendlich, so versteht man unter der Ordnungszahl dieses Null- 
punktes, bezw. Poles den niedrigsten positiven, bezw. höchsten negativen 
Exponenten, der in ihrer Flnttoicklung nach Potenzen der betreffenden 
regularisiei-enden Hilfsvariabeln vorkommt. 

Nach diesen Festsetzungen wenden wir uns nun zur Unter- 
suchung rationaler Funktionen von z und s. Eine solche Funktion 
Ji (z, s) kann zunächst auf die Form eines Quotienten zweier ganzen 
Funktionen von z und s gebracht werden; benutzt man dann die 
G-leichung s^ = f(z) und die ans ihr folgenden 

4) »'•-imr, .'"■-»[/■«■] 

zur Beseitigung aller höheren Potenzen von z als der ersten aus 
Zähler und Nenner, so erhält man zunächst als allgemeine Form 
einer rationalen Funktion von z und .« die folgende: 

in der a, b, c, d rationale ganze Funktionen von z allein bedeuten. 
Diese läßt sich noch weiter reduzieren, indem man im Zähler und 
Nenner mit c — ds erweitert und dann die Relation s^ — f(z) aber- 
mals benutzt; man erhält so: 

. . ac^bd f+s{bo -ad) ?o(s)+3,{^)s 
6J Ä(.,.) = — ^,-^ = ^-^- . 

Also gilt der Satz: 

in. Jede rationale Fmktion von z und n läßt sich auf die Form 
(6) bringen, in der g^^, g^, g.^ rationale ganze Fmhtionen von z allein 
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Dabei dürfen wir voraussetzen, daß diese drei Funktionen 
keiuen ihnen allen gemeinsamen Teiler haben, da wir einen solchen 
stets wegheben könnten (vgl. I, § 20, V). Aber auch wenn das ge- 
schehen ist, kann es immer noch vorkommen, daß in einem Punkte 
der Fläche Zähler und Kenner von (6) gleichzeitig Null werden. 
Denn der Zähler von (6) kann auch Null werden, ohne daß ^^ und 
ff-^ gleichzeitig Null werden. Um seine Nullpunkte zu finden, hat 
man aus deu beiden Gleichungen für z und s: 

.'-/■=o 

und: 

durch Elimination von s die Gleichung für z allein; 

abzuleiten. Für jede "Wurzel dieser Grleichung stimmt dann der 
Wert von —ff„lffi mit einem der beiden Werte von s überein, so 
daß zu jeder solchen Wurzel ein Punkt der Fläche gehört, in dem 
der Zahler von (6) NuU wird. Wird dann in einem solchen Punkte 
2g auch der Nenner Null, so erscheint die rationale Funktion in 
unbestimmter Form. Diese Unbestimmtheit kann zwar für den einen 
Punkt durch algebraische Umformungen beseitigt werden, z. B. indem 
man im Zähler und Nenner von (6) mit g^ — g-iS multipliziert und 
mit z — Zf, dividiert; aber sie tritt dann dafür an andern Punkten 
auf. Eine einheitliche Festsetzung, die alle FäUe umfaßt, ist fol- 
gende: Man entwickle Zähler und Nenner nach Potenzen der für 
die Umgebung des gerade zu untersuchenden Punktes geltenden 
regularisierenden Variabein t\ dann kann man im Zähler und Nenner, 
je nach Bedürfnis, mit einer solchen Potenz von ( multiplizieren 
oder dividieren, daß nur noch Potenzen von t mit positiven Expo- 
nenten vorkommen und daß mindestens eine von beiden Entwick- 
lungen mit einem von t freien Gliede beginnt. Daraus geht hervor, 
daß man in jedem Falle einen positiven oder negativen ganzzahligen 
Exponenten « so bestimmen kann, daß: 

als Funktion von t betrachtet, in der Umgebung von ( = regulär 
und für i= von verschieden ist, Dieser Exponent giebt dann die 
Ordnungszahl [I, § 20, IV) der Funktion „auf der Fläche" in dem 
untersuchten Punkte an. Diese Ordnungszahl ist also in jedem Punkte 
der Fläche eine ganze Zahl, und wir können den Satz aassprechen: 
IV. Jede rationale Funktion von z und s ^~y f^ (z) (oder \f^(z) ist 
auf der in § 1 konstruierten MiEMASSSchen Fläche bis auf Pole regulär. 
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i Satzes I, § 61, Yll gilt nämlieb 



§ 5. Awwendv/ng des- OAncHrsehen Sätxe aufraMoncüe Funktwrmi. 13 

Aber auch der umgekehrte Satz gilt: 

V. Jede auf de]- EiEMANNSchen Fläche von s = ^ f^ (z) (oder 
y f^z) eindeutige und bis auf Fole reguläre Funktion ist eine rationale 
Funktion von z und s. 

Der zweite der Beweis 
auch für den hier Yorliegenden Fall. 

Man nennt die auf einer Fläche eindeutigen und bis auf Pole 
regulären Funktionen auch wohl kurz „Fhmhtionen der Flächt'. Auch 
pflegt man ihre Gesamtheit als eine „Klasse algebraischer Funktionen" 
zusammenzufassen, oder mit einem in der Zahlentheorie üblichen 
Ausdruck als einen „Funktionenhörper" , insofern Summe, Differenz, 
Produkt, Quotient irgend zweier von ihnen immer wieder eine 
Funktion des Körpers giebt. 



§ 5. Anwendung der CAUCHY'schen Sätze auf rationale Funktionen 

von 2 und y fi(^) oder \' f-^(z). 

Die CiucnTschen Sätze (I, §§ 45, 46) beruhten auf der Um- 
formung eines über eine geschlossene Kurre zu erstreckenden Rand- 
integrals in ein DoppeUntegral, das über die von der Kurve 
umschlossene Fläche zu erstrecken war. Aber auf unserer zwei- 
blättrigen RiEMASBschen Fläche mit vier Verzweigungspunkten 
umschließt nicht jede Kurve für sich allein ein Flächenstück voll- 
ständig; um daher jene Sätze hier anwenden zu können, müssen 
wir erst die Fläche nach Anleitung von § 3 in eine einfach zu- 
sammenhängende F' verwandeln. Dabei können wir es immer so 
einrichten, daß die nu diesem Zwecke erforderlichen Schnitte nicht 
gerade durch singulare Punkte der zu untersuchenden Funktionen 
hindurchgehen. Wir erhalten dann zunächst den Satz: 

1. Das Integral einer auf F eindeutigen Funktion, genommen um 
den gesamten Rand von F', ist in allen Fällen gleich Null. 

Denn durchlaufen wir den ^ „ 

Eand in bestimmtem Sinne, etwa 
so, daß F stets zur Linken 
bleibt, so wird jeder Schnitt tfW '■ 
zweimal durchlaufen, und zwar 
die beiden Ufer in entgegen- " ' 

gesetztem Sinne; ist die zu *' 

integrierende Funktion, wie vorausgesetzt, nicht nur auf F, sondern 
auch auf F eindeutig, so hat sie auf beiden Ufern dieselben Werte 
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und die Beiträge, die die beiden Ufer zum Eandintegrale liefere, 
heben sieb auf. 

Wollen wir andererseits den Wert eines Integrals berechnen, 
genommen längs einer Eürye, die einen einzelnen Punkt der Fläche 
vollständig umschließt, so müssen wir zuerst die Umgebung dieses 
Punktes durch Einführung einer geeigneten regularisierenden Hilfs- 
yariabeln (§ 4) auf ein Stück einer schlichten Ebene abbilden. Dem- 
gemäß definieren wir: 

H. Unter dem Residuum einer auf F eindeutiffen Funktion ijj in 
einem Punkte z verstehen wir das Residuum von 

'''"'' dt 
als Funktion von t, wenn t die für die Umgebung vnn z^ geltende 
regularisierende Ililfsvariahle ist. 

Dann gilt der Satz I, § 45, III auch für Teile unserer Fläche 
F; wenden wir ihn auf die ganze Fläche F und auf eine rationale 
Funktion von z und s an, so folgt mit Eücksicht auf I der zu I, 
§ 45, VI analoge Satz: 

III. Die Gesamtsumme der Residuen einer Funktion der Fläche F 
ist stets gleich Null. 

Wenden wir diesen Satz nicht auf die zu untersuchende 
Funktion -ifi selbst, sondern auf: 

an, so geht aus der Definition II hervor, daJJ deren Residuum 
gleichzusetzen ist dorn von 

Das letztere ist aber gleich der Ordnungszahl von ij; (I, § 46, II. III). 
Wir finden somit; 

IV. Jede Funktion der Fläche- wird auf ihr ebenso oft Null wie 
Unendlich — 

und wenn wir denselben Satz statt auf ip auf t/j — c anwenden : 
Y. Jede Funktion der Fläche nimmt jeden komplexen Wert ebenso 

oft an wie jeden andern. 

Dabei bedeutet die Aussage (vgl. I, § 46, IV): „die Funktion 

1// nimmt den Wert c in dem Punkte z„ der Fläche A-mal an", soviel 

als: in diesem Punkte ist iii = c, —^ = 0, -r^ = . . ., -ttt-t- = 0) 
^ 'dl ' dt^ ' dt''-^ 

wenn t die iilr die Umgebung von 2^ geltende regularisierende Hilfs- 
variable ist. 



y Google 



15 



Man nennt wohl eine Funktion der Fläche, die jeden Wert 
auf ihr n-mal annimmt, „eine n-ioertige FimhUon der Fläche'-'; doch 
kann das zu dem Mißverständnis Anlaß geben, als ob von einer 
Funktion die Bede sei, die in jedem Punkte der Fläche n ver- 
schiedene Werte hat. Besser ist es zu sagen: eine Furihtion n'"' 
Ordnung. — Man beachte übrigens, daß z seibat, als Funktion der 
Fläche betrachtet, eine Funktion zweiter Ordnung, s = ]/ f\ (z) eine 
Funktion vierter Ordnung ist. 

Aus Satz V folgt noch ein wichtiges Korollai-: 

VI. Sine überall endliche Funktion der Fläche iat stets eine 
Komtante. 

Denn wenn eine Funktion der Fläche nirgends unendlich wird, 
kann sie nach V überhaupt keinen Wert annehmen. Der hierin 
liegende Widerspruch löst sich nur, wenn d-tpjdz identisch Null, 
also 1// = Konst. ist. 

§ 6. Elliptische Integrale. 

Nunmehr können wir zurückkehren zu der Aufgabe, die wir 
uns ursprünghch gestellt hatten : die Integrale rationaler Funktionen 
von 2 und s = Yf7(^) ^'^^^ Y^(^) ^^ untersuchen. Man nennt 
diese Integrale elliptische Integrale, aus dem äußerlichen Grunde, 
weil die Berechnung der Länge eines EHipsenbogens auf eines von 
ihnen führt. Ein solches Integral hat zunächst die Form: 

(1) JS{i,,)dz- 
manchmal ist es zweckmäßiger, die Form: 

(2) f'<,J1, 

ZU betrachten, in der 7?j und -/("^ zwei Funktionen der Fläche be- 
deuten, Sie ist nur scheinbar allgemeiner als (1), wie man erkennt, 
indem man dafür: 

schreibt. 

Ein solches Integral ist eine Funktion seiner beiden Grenzen; 
wir werden uns aber zumeist die untere Grenze, die etwa z^ heißen 
möge, als fest gegeben denken und das Integral als Funktion der 
oberen Grenze z betrachten. Ist dann ein bestimmter Integrations- 
weg von «u nach z vorgeschrieben, so kann man ihn in eine Anzahl 
Teüe so zerlegen, daß jeder dieser Teile ganz in einem Bereiche 
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liegt, der durch Einführung einer geeigneten regularisier enden. 
Variabebi t (§ 4) auf ein einfach überdecktes, einfach zusammen- 
hängendes Stück der ^Ebene abgebildet werden kann. Für jeden 
solchen Teil des Integrationsweges gelten dann die Sätze über Inte- 
grale eindeutiger Funktionen; insbesondere folgt (vgl, I, § 35, IV): 

I. Ein Integi al de> Fm m (2J ist bn gegebenem IntegrattoTisweg 
eine auf der Mache F lee/ulate Funktion der oberen Qrewe im Smite 
der Definition I von ^4 w i it J?.^ und S, langt de qan-'en Inifgi aüons 
weges regulär sind 

"Wollen wir weitpi die Weite veigleichen die ein solches Integral 
für zwei yerschiedene Integiationswege zwischen denselben Gienzen 
erhält, so werden wir zweckmaßigerweise erst wie m § 3 die Flache 
F durch geeignete Schnitte m eine einfach zusimmenlian^ende 
Fläche F' verwandeln Auf die'ie können «11 dann die CAucHYSfhen 
Sätze (1, § 35) anwenden Wii finden so 

II. J)i« Weite einei elliptiith n Integrals genommen längs t/ueter 
verschiedener zwischen denselben Gren-en innerhalb F lerlavfender 
Wege, stemmen ubeiein wenn ff, vnd S^ tn dem lon diesen beiden 
Wegen begrenzten debiet auf det Flache regulär sind 

III. Ist das ntchf der Fall to laßt sich die Differenz der beiden 
Werte des Iniegiah dar teilen als Summe von Integralen genommen 
um die Pole von j?, und ton B^ 

IV. Der V ert des Intcgiah fB^dR^, genommen m positivem 
Sinne um einen Fol von -ff, oder B^ ist gleich dem Residuum (^ 5 11) 
der Funktion B^dS^jd^ ii diesem Punkte 

Y, Dies führt zu einer Fintedung der elliptischen Integrale in d>ei 
Gattungen. Ist das Residuum yon ff, dRJd^ m allen Polen von ff, 
und R^ gleich Null, so lat der Integralwert eine innerhalb^' eindeutige 
Funlition, so lange nur solche Integrationswege zugelassen werden, die 
ganz innerhalb F verlaufen; wir nennen diesen Wert den Hauptwert 
des Integrals. Ist diese eindeutige Funktion überall regulär, so heißt 
das Integral ein Integral erster Gattung i hat sie noch Pole, so heißt es 
ein Integral zweiter Gattung. Ist aber das erwähnte Eesiduum auch 
nur in einem jener Pole von Null verschieden = Ä, so ist der 
Integralwert schon innerhalb F unendlich vieldeutig; das Integral 
heißt dann ein Integral dritter Gattung. Ein solches kann in der 
Umgebung des betreffenden Punktes dargestellt werden als Summe 
aus J log i* + einer Funktion, die dort regulär ist oder einen Pol hat. 

Untersuchen wir zunächst die Integrale I. und II. Gattung 
weiter. Sei w{z) der Wert eines solchen, genommen auf einem 
ganz innerhalb F verlaufenden Integrationswege; wir fragen, in 
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welcher Beziehung die Werte zu einander stehen mögen, die diese 
Funktion w {z) ineinander gegenüberliegenden Punkten auf den 
beiden Ufern eines der Eückkelirschnitte J, £ besitzt. 

Um uns präcise ausdrücken zu können, müssen wir jedem der 
beiden Eückkehrschnitte einen bestimmten Sichtun^ssinn beilegen, 
sodaß wir sein eines Ufer als das linke, das andere als das rechte 
bezeichnen können. An und für sich ist die Wahl des Sinnes für 
beide Eückkehrschnitte gleichgültig; aber mit Eücksicht auf später 
(im VI. Abschnitt) zu verfolgende Zwecke wollen wir gleich hier 
eine Festsetzung treffen, nach der der Sinn nur noch auf einem der 
Schnitte wiUküihoh bleibt, nämlich 

VI De> Htchtiingbsinn toll auf den beiden Bückkehrschnitten A, B 
so festffeler/t sein, da/J der Schnitt A den Schnitt £ von links nach rechts, 
also £ dm 1 lon lethfs nach Imks übe? '■chreitet (Fig. 12), 



Fig. 12. yig. 13. 

Seien nun ?-, q und Ä', i/ zwei Paare einander gegenüber- 
liegender Punkte an den beiden Ufern eines Schnittes (Fig. 13); dann 
ist, da die Funktionen £^ und 7?^ innerhalb der unzerschnittenen 
Fläche F eindeutig sind: 

3) fJ^'i^^h = jn^dli^, 

wenn jedesmal längs des betreffenden Schnittes so integriert wird, 
daß dabei der andere Schnitt nicht überschritten wird. Da aber 
beide Integrationswege ganz innerhalb F' verlaufen, so können wir 
diese Integralwerte auch durch die Werte ausdrücken, die der 
Hauptzweig iv(z) an den oberen und unteren Grenzen annimmt. 
"Wir erhalten so: 

oder: 

4) ,.(r)-»((/) = „,(X)-,.(o). 

In der letzteren Form sagt die Gleichung aus: 

Vir. Längs jedes der beiden Rückkehrschnitte ist die Differenz der 
Werte konstant, die der Eauptzweig eines Integrals 7. oder IT, Gattung 
in einander gegenüberliegenden Punkten auf beiden Ufern des Schnittes 
annimmt. 

BuBKHABCT, Funktionen, 11, 2 
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"Wir nennen diese konstante Difterenz w {X) ~ w {o): den Perio- 
dicitätsmodul des Integiah an dem Buchkehrschmtt. 

Fassen wir -riei Punkte ms Auge, die an der Kreuzuagsatelle 
der beiden Rückkehrschnitte Ä, B -m der in Fig. 14 angegebenen 
Weise hegen, dann amd die Periodieitätsmoduln des 
Tntegials w 

[ an 4 v[c')-ic{^) = w{Ö)-^n-{r)\ 
^J 1 an 5: w{a) - w{S] =Mß) ^ w{y\ 
Andererseits ist, wenn die Integrale längs der Schnitte 
in der für jeden festgesetzten positiven Sichtung genommen werden: 
( /■i»-»;(»)-«(J) = »lä) -»(■/), 



6) 



/rf»_»(fl-«-(^) =»«-»(«). 



VIII. Es ist also, wenn die Festset^iunp FI getroffen wird, der 
Feriodicitätsmodul an £ gleich dem Wert des Integrals genommen 
längs Ä, dagegen dei- Feriodicitätsmodul an A entgegengesetzt gleich 
dem Uferte des Integrals genommen längs B. 

Bei Integralen dritter Gattung modifizieren eich diese Sätze 
durch das Auftreten der logarithmischen Unstetigkeitspunkte. Von 
einem solchen Integral kann nicht ein auf F eindeutiger Zweig ab- 
gespalten werden; man muß Yieimehr erst Ton 
sämtlichen logarithmi sehen Unstetigkeitspunkten 
einander nicht treffende Einschnitte L (Fig. 15) 
nach demHande der Fläche führen. Zweckmäßiger- 
weise geschieht das so, daß alle diese Einschnitte 
Pjff. 15. i™ Schnittpunkt von Ä und B einmünden. Die 

Fläche F" geht dadurch in eine ebenfalls einfach 
zusammenhängende Fläche F" tiher; und ein Zweig des Integrals 
kann jetzt eindeutig und stetig dadurch definiert werden, daß der 
Integrationsweg auf diese Fläche F" beschränkt wird. Dann er- 
giebt sich: 

IS. Ein Integral III. Gattung hat konstante Periodieitätsmoduln 
nicht nur an den Bückkehr schnitten A und B, sondern auch an den 
Einschnitten L. An jedem der letzteren ist der Feriodicitätsmodul 
= 2iti mal dem Bedduum von B^dB^jdz in dem Pole, von dem er 
aasgeht; die Summe dieser logarithmisehen Periodieitätsmoduln ist also 
Null (nach § 5, DI). 

Nun heben wir die bisher festgehaltene Beschränkung des In- 
tegratiousweges auf die Fläche F', bezw. F' auf und lassen ihn 
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7. Das elUptisdie Integral erst&i- Gattung. 19 



ganz willkilrlich; oder, was dasselbe ist, wir setzen den Hauptwert 
des Integrals über die Begrenzung von F, bezw. F' hinaus ana- 
lytiscb fort. Wir finden eo (vgl. die Diskussion des Logaritbnms, 
I, § 56, III): 

X. Das Integral einer rationalen ihnhtion von z und s ist auf 
der Fläche F eine unendlichvielwertige Funktion, deren sämtliche Werte 
aus irgend einem von ihnen durch Addition beliebiger gamzahliger 
Vielfacher konstanter Feriodicitätsmoduln hervorgehen. 

Zu einem gewissen Abschluß gelangt diese Untersuchung durch 
die folgende Umkehrung dieses Satzes: 

XI, Jede Funktion, die auf der Fläche F bis auf Fole und loc/a- 
rithmische Unstetigkeitspunkte regulär und nur durch konstante Ferio- 
dicitätsmoduln vieldeutig ist, ist das Integral einer rationalen Funktion 
von z und s. 

Denn ihr Düferentialquofient genügt den Bedingungen des 
Satzes § 4, V. 

§ 7. Das eliiptjsciie Integral erster Gattung. 

Im vorigen Paragraphen ist zwar definiert, was unter einem 
eUiptischen Integral I., IL oder III. Gattung zu verstehen ist, aber 
noch keineswegs bewiesen, daß es solche Integrale von jeder der 
drei Gattungen wirklich giebt. Wir wollen nun zunächst versuchen, 
ein Integral I. Gattung wirklieh zu bilden ; wir setzen es in der Form 

1) jR{z,,)d! 

an, Ist nun 

so ist an eineni im Endlichen gelegenen gewöhnlichen Punkte 

dz = dt] 
an einem im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte 

dz = 2tdt\ 
an einem unendlich fernen Punkte 

dz= -t-^dt 
zu setzen (vgl. § 4), wenn t jedesmal die zugehörige rcgularisierende 
Hilfsvariable bedeutet. Soll also das Integral (1) überall reguläa' 
bleiben, so maß die Funktion R{z,s) selbst überall regulär sein, 
ausgenommen in den Verzweigungspunkten, wo sie Pole 1. Ordnung 
haben darf; sie muß ferner im Unendlichen auf beiden Blättern je 
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Ton der 2. Ordnung Null werden. Die Funktion .«"■^ hat diese 
Eigenschaften; also folgt: 

I. Das Integral: 

ist auf der Fläche von s = '^f^(z) überall regulär, m. a. W. es ist 
wirklich ein Integral L Gattung. 

Es ist aber auch das einzige Integral I. Gattung, wenn mau 
von einem konstanten Faktor absieht Denn soll R die bezeichneten 
Eigenschaften haben, so muß L s j,Tif dei Fläche überall regulär, 
also nach § 5, VI eine Konstante sein Also 

II. Jedes andere Integral I. Gattmtq auf unserer Fläche kann sich 
von (3) nur durch einen konstanten Faktoi unterscheiden. 

Ln Falle s^ = f^ (z) sind diese Schlüsse teilweise etwas zu 
modifizieren. Der Punkt co ist dann ein Verzweigungspunkt und s 
hat in Oim einen Pol 3. Ordnung; aber es ist für ihn auch 

dz^ -2t-^dt 
zu setzen. Das Resultat bleibt alao dasselbe: 

III. Die Sätze I und II gelten auch für den Fall der Quadrat- 
wurzel aus einem Polynom dritten Grades. 

In der Existenz des Integrals 1. Gattung liegt ein charakte- 
ristischer Unterschied zwischen der zweiblättrigen EiBMAKNSchen 
Fläche mit rier und der mit zwei Verzweigungspunkten; man liann 
aus ihr allein schon schließen: 

IV. Bs ist nicht möglich, z und s = ^ f^(z) oder ~fYi(^) "^* 
rationale Funktionen einer Hüfsvariaieln t auszudrücken. 

Denn wenn das möglich wäre, würde das Integral I. Gattung 
dabei in ein überall endliches Integral einer rationalen Funktion 
¥on t übergeführt werden, und ein solches existiert nicht. 

N. H. Abel und C. G. J. Jacohi haben gefunden, daß die Um- 
kehrung der durch die Gleichung (3) gegebenen Beziehung zwischen 
den Variabein z und u zu einer eindeutigen Funktion z von u führt 
— ebenso wie die Umkehrung der Gleichungen: 

u=^h^, u - f-^^ , 

" J « ' " J 1/1-^«' 

bezw. die eindeutigen Funktionen; 

z = e", 2 = sin« 
liefert. Um das zu beweisen, ist zunächst erforderhch (wenn auch 
noch lange nicht hinreichend) zu zeigen: 
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V. Hat das Intec/ral (3) für irgend einen Punkt z^ der Fläche 
einen Wert w^, so ist nicht nur u in der Umgebung von z^ eine regu- 
läre Funktion von z, sondern auch z in der Umgebung von u^ eine 
reguläre Funktion von u. 

Der Beweis geschieht durch Entwicklung in Eeihen und Um- 
kehrung derselben nach I, § 46, X. Man würde zu diesem Zwecke 
nur die Änfangsglieder der betreffenden ßeiben brauchen; doch 
wollen wir zum Zwecke späterer Verwendung noch einige Gflieder 
mehr angeben: 

Sei erstens 3^ ein gewöhnlicher Pnakt der Fläche, also f(z^) 4= 0. 
80 setzen wir z — z^, = i; dann kommt der Eeihe nach: 

-1) m-f{H) + TW +i''rw + ■■ 

j^-/. _ (« - »j v7(i;,T+ i(. - ./f («j 

I +TV(»-».)'y7wrw + - 

Sei zweitens ce ein im Endlichen gelegener Verzweigungspunkt 
der Fläche, so setzen wir z~u — t^. Da wir immer an der Voraus- 
setzung (§ 1, I) festhalten, die Verzweigungspunkte seien Toneinander 
verschieden, so ist /''(k)4=0; wir erhalten also: 

9) /■M-'V'(<') + i''r(«) + i''r'w + -. 
'VTw Vf(.)i * r(.) ^ "r'w " rw/^ I 

^ j (-H"-».)yrw+A("-«.)T(»)/rw 

I +TT>'nr(«-''.)'(i/"W+f(«)r"(«))Vm + -' 
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Drittens erhalten wir für einen gewöhnlichen Punkt im Un- 
endlichen : 
14) fX,)^.t-i(a, + 4a^f + l.ia,t' + ..) 

7B = Ä l'-^-'(-?-°?)--l 



16) 



18) ,__]/„;(,_ „ J + a, (»■ -«„)''- o, /«. (>,-«.)> + .. 

Viertens endlich erlialten wir für einen Verzweigungspunkt im 
Unendlichen: 

19) /■(2)_(-«(4„, +6o,(' + 4«,(< + ..) 

20) iJ'-(i)~2l-'fa^\l+i^t' + ,'( ^-Äf4) + -'j 



''' "-"«"^it l'^+?''+'U ii:;;+".;^) + -) 
23) j <--y»-(.-..)-i.,y.T (..-«,)• 

Durch die Gleichungen (8), (13), (18), (23) ist Satz V für alle 
Fälle bewiesen. 



§ 8. Die durch ein eiliptisches integral ). Gattung vermifteite 
i(onforme Abbiidung der Haibebene auf ein Rechteclt. 

Wir wollen versuchen, uns eine Vorstellung von der G-eatalt 
desjenigen Bereiches der w-Ebene zu verschaffen, auf den unsere 
KiEsiANNsche Fläche durch den auf ihr eindeutig delinierten Haupt- 
wert des Integrals u konform abgebildet wird (I, § 34). Satz V i 
§ T sagt von di 
(I, § 69 
nicht, daß er si 



iesem Bereiche aus, daß er Jieine Verzweigungspunkte 

Innern enthält. Aber daraus allein folgt noch 

ich nirgends selbst überdeckt; er könnte ja etwa die 



I, § 67 in Fig. 42 dargestellte G-estalt haben, um zu zeigen, i 
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das nicht der Fall istj müssten wir seine Kontur bestimmen, d. h. 
wir müßten untersuchen, welche Werte der Hauptwert von m auf 
dem Eande von F" annimmt. 

Wir wollen diese Untersuchung jedoch zunächst nur für den 
FaU durchführen, daß die vier Verzweigungspunkte alle vier reeU 
sind. In diesem Falle gelangen wir nämlich zum Ziele, wenn wir 
die Fläche vermittelst eines längs der Axe der reellen Zahlen durch 
beide Blätter geführten Schnittes in vier Halbebenen zerlegen und 
das Büd der ganzen Fläche aus den Bildern dieser vier Halhebenen 
zusammensetzen. 

Die Verzweigungspunkte seien alle im Endlichen gelegen und 
ihre Bezeichnung sei so gewählt, daß: 

1) «0 < «1 < «2 < «3 

ist; ctg sei positiv. Die untere Grenze des Integrals, deren Wahl 
uns noch frei steht, legen wir in den Verzweigiingspunkt a^, so- 
daß der Hauptwert: 

2) „K)-o 

ist Wir wollen zunächst die positive Hulbebene des oberen Blattes 
abbilden; sie sei dadurch definiert, daß wir fi\r zwischen ß^ und a^ 
gelegene Werte von z die Wurzelgröße, die dann reell ist, positiv 
nehmen.^ 

Lassen wir z zunächst von «, bis a^ zunehmen, so erhält das 
Integral fortwährend reelle positive Inkremente; u wächst also von 
bis zu derjenigen reellen Große Wj , die durch das bestimmte In- 
tegral zwischen reellen Grenzen: 

31 ^ = f "''- 

' ' J|i/«a^ -«<.)(* -"!)(«. -«)(".-*)! 

definiert ist. In der Umgebung von «^ wird das Verhalten von u 
als Funktion von z durch die Gleichung (12) des § 7 angegeben, 
wenn man in ihr «„ = co^ und ( = yi — k^ setzt; lassen wir also, 
um den Ausnahmepunkt cs^ zu vermeiden und dabei im oberen 
Blatte zu bleiben, z vor a^ von seinem bisherigen Wege nach links 
ausbiegen und einen kleinen Halblireis um a^ im Sinne der ab- 
nehmenden Winkel (I, § 4) beschreiben, so wird u von seinem bisherigen 
Wege ebenfalls nach links ausbiegen und einen kleinen Viertelkreis 

' Man schließe mir nicht etwa hieraus, daß sie dann im oberen, Blatte 
überall, wo sie reell ist, positiv zu nehmen sei. 
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(I, § 69 a. E.) ebenfalls im Sinne der abnehmenden Winlcel um m^ 
beschreiben. Dabei nimmt der Arcus ¥on «^ — z von bis — n, 
also der von "[/k^ — z von bia — w/2 ab; die Arcus der drei 
anderen Faktoren der Quadratwurzel bleiben in der Nähe von Ü. 
Im Endpunkte des Halbkreises ist demnach die Wnrzelgröße in 
unserem Halbhlatte negativ imaginär und bleibt es dann auch, wenn 
wir jetzt z weiter von a^ bis in die Nähe von Kg sich bewegen 
lassen. Das Integral erhält also dann positiv imaginäre Inkremente; 
M bewegt sich avf einer Parallelen zur Axe der rein imaginären Zahlen 
bis in die Nöjie eines Punktes öJj + ojg, dessen zweite Koordinate 
durch das bestimmte Integral zwischen reellen Grenzen; 

4) 



definiert ist. 

Wieder lassen wir z nach links ausbiegen und einen kleinen 
Halbkreis um k^ im Sinne der abnehmenden Winkel beschreiben; 
n beschreibt dann einen kleinen Viertelkreis in demselben Sinne, 
der Arcus der Wurzelgröße nimmt abermals um w/2 ab, sie ist 



Fig. n. 



also von hier an negativ reell (vgl. die Fußnote auf S. 23). Das 
Integral erhält also jetzt negativ reelle Inkremente; u bewegl sich 
auf einer Parallelen zur Axe der reellen Zahlen nach links bis in die 
Nähe eines Punktes u^, der durch: 

5) „„ - («,, + „,) = ~f^^^===^==j^===^^ 

definiert ist. Lassen wir dann z, nach links ausbiegend, auf seiner 
Kugel einen kleinen Halbkreis um den Punkt cd beschreiben (der 
hier kein Verzweigungspunkt ist), so beschreibt u, zufolge § 7, 
G-leichung 17 ebenfalls einen kleinen Halbkreis um den Punkt u^. 
Setzt dann z, ans dem unendlichen kommend, seinen Weg auf der 
Axe der reellen Zahlen fort, bis in die Nälie des Punktes k., so 
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bewegt sich u in der zuletzt verfolgten Richtung weiter bis in die Nahe 
einen Punktes w^ + m^ — {m^), der durch: 

deüniert ist. 

Wieder lasBon wir z nach links ausbiegend einen Ideinen Halb- 
Itreia um «„ beschreihen und dann seinen Weg länga der Axe der 
reellen Zahlen bis in die Nähe von a^ fortsetzen. Dabei umgeht 
u erst den Puntt (o^+(o^—(<l}^) in einem Viertelkreis; weiterhin 
ist die Wurzel positiv imaginär zu nehmen, das Integral erhält 
negativ imaginäre Inkremente und n bewegt sich parallel mit der 
Axe der imaginären Zahlen nach unten bis in die Nähe eines Punktes 
ft>^ + ö)g ~ (cüj) — (ög), der durch: 

7) fi^»^ =. f. — ''-^ 

definiert iat. 

Schiießlich lassen wir- z auf einem kleinen Halbkreise um «j 
zu seinem Anfangspunkt zurückkehren; dabei beschreibt « einen 
Meinen Viertelkceis um den zuletzt genannten Punkt. Dabei muB 
es aber nach I, § 35, V zu seinem Ausgangswerte zurückltommen ; 
denn der von s durchlaufene Weg umschließt ein Gebiet (eben die 
positive Halbebene}, in dessen Innern die zu integrierende Funktion 
die Bedingungen jenes Satzes erfüllt. Also muß jener Punkt der 
Nullpunkt der «-Ebene sein; und da Wj und (iMj) nach ihrer Defi- 
nition reell, Wg und (m^) rein imaginär sind, so folgt, daß: 

8) (o,)-»,, (»,)-=», 

sein muß. Der Axe der reellen Zahlen in der z-Ebene entspricht also 
der Umfang eines liechteeks in der u-Ebene mit den Ecken: 



Da wir nun wissen, daß im ganzen Innern der positiven z- Halb- 
ehene u eine reguläre Funktion von z ist, so kiinnen wir schließen:^ 

Durch den Hauptioert des Integrals u wird die positive Hälfte Pg 
des oberen Blattes unserer SiEMAHNschen Fläche konform abgebildet 

' Bei diesem Sehluase iat daraaf a« achten, daß die beiden aufeinander 
abaubildendeu Flächen auf deraelbenSeite {hier der linken) dev in entsprechendem 
Sinne durchlaufenen Konturen liegen müssen. 
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auf das Innere des eben genannten Mecbtecks, sodaß also jedem 
Punkte u im Innern des Rechtecks ein und nur ein Punkt z im Innm-n 



§ 9. Analytische Fortsetzung des so definierten Funictionenelements. 

Das so definierte Fmiktionselement zi^i) können wir nun über 
die Grenzen des Eechteclfs hinaus analytisch fortsetzen; dadurch 
erhalten wir Bilder der drei anderen Halbebenen, die mit P^ im- 
sammen die Fläche bilden. "Wenn wir hierüber genauere Angaben 
machen wollen, müssen wir erat über die Übergangslinien in der 
2-Ebene eine bestimmtere Verfügung treffen, als es in § i geschehen 
ist. Wir woUen etwa festsetzen, daß sie längs der Stücke «„ . . . u^ 
und «j . . , «3 der Ase der reellen z gezogen werden sollen; sodaß 
man also beim Überschreiten eines dieser Stücke in die negative 
Halbebene des unteren Blattes iV^,, dagegen beim Überschreiten 
eines der Stücke a^ . . . a^ und «3 . . . oo . . . ßf, in die negative 
Halbebene des oberen Blattes iV^ gelangt. Längs der ersteren hängt 
dann iV,) mit P^, längs der letzteren N^ mit P^ zusammen. 

Auf der Strecke . . . «j ist das durch Satz I definierte 
Funktionselement z[u) regulär nnd reell; daraus folgt nach I, § 71, 
daß es über diese Strecke hinaus analytisch fortgesetzt werden kann 
in ein Gebiet, das Spiegelbild des ersten Rechtecks in Bezug auf 
die Axe der reellen u ist; und zwar so, 
daß zu konjugiert komplexen "Werten von 
u konjugiert komplexe Werte von 2 ge- 
hören. Läßt man also den Punkt z über 
oij . . . «2 aus Pp nach N^ hinübertreten, 
und die Halbebene N^ beschreiben, so tritt 
u über . . . ro^ und beschreibt das zu dem 
Pig. lö. ersten Rechteck {P^ iu Bezug auf die 

Axe der reellen Zahlen symmetrische 
Eechteck {N^. Auch in diesem Eechteck ist die Funktion z{fj) 
überall regulär, bis auf einen Pol, in dem zu k„ konjugierten 
Punkte Ma, — 2 Og. 

Lassen wir ferner z aus P^ über a^ . , . u^ nach N^ hinüber- 
treten, so erhalten wir ganz ebenso als Bild von N^^ ein Eechteck 
(j\), das aus {P^ durch Spiegelung an der Linie «j . . . m^ + Wj 



(^o> 


l-'^'u.) 


i^ü) 


(^u.) 



Lassen wir weiter z aus i\^ über u^ . . . a^ nach P^ übertreten, 
so erhalten wir als Bild von P^ ein Eechteck (PJ, das aus (jVJ 
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durch SpiegeluBg an der Seite (ro^ . . . 2 a^) herrorgeht. Damit ist 
die ganze zweiblättrige Fläche auf das EechtecJc mit den Ecken 

— ölg, SWi-Wg, 2Wj+Wg, «g 

abgebildet; in diesem ist, jedoch die Linie von w^ nach w^ — eig 
zunächst noch als Einschnitt aufzufassen. 

Dasselbe Rechteck (PJ wird aber auch erhalten, wenn man (jV^) 
an der Seite [m^ . . . eo.^ — co^) spiegelt. Wir haben es also hier 
mit dem I, S. 192 erörterten Falle zu thun, daß zwei verschiedene 
analytische Fortsetzungen eines Funktionselements zu denselben 
Funktionswerten führen; wir können den Einschnitt, den wir zuerst 
fanden, tilgen, da über ihn hinüber ein stetiger Zusammenhang 
stattfindet. 

In der That ist ein Weg, der aus P^ über ßj . . . k^ hinüber 
nach iV„, von da über c.^ . . . u^ nach P^, dann über «^ . . . Kj nach 
iV^, endlich über a^ . . . a^ zurück nach I\ führt, nichts anderes 
als eine vollständige Umkreisung von Kj auf der Fläche (Fig. 19); 




der entsprechende Weg in der w-Ebeue muB daher nach § 7, V 
ebenfalls geschlossen sein, 

Die BiEMASitsche Fläche ist soTiach auf das genannte Rechteck 
ohne Störung des Zusammenkanffs dieses letzteren abgebildet; dagegen 
ist dabei der Zusammenhang der Fläche unterbrochen längs der- 
jenigen Linien, die den Seiten des Rechtecks entsprechen. Das 
sind die Teile a^, . . . (x^ und «3 , . . co . . . «„ der Äxe der reellen 
Zahlen; man muß sich beide Blätter der Mäche längs dieser Linien 
durchgeschnitten denken, dann entspricht den beiden Ufern des 
Schnittes der Rand des Rechtecks. Auch durch ein solches Schnitt- 
system wird die Fläche in eine einfach zusammenhängende ver- 
wandelt; es geht aus dem in § 3 Gegebenen dadurch hervor, daß 
man die beiden Schnitte bis dicht an die genannten Stücke der Axe 
heran zusammenzieht (Fig. 20). Die Periodicitätsmoduln an diesen 
Schnitten sind bezw. gleich 2«^, 2(0^. Denn z. B. der in P^ ver- 
laufende Teil des Schnittes A hat zur Rechten P^, zur Linken jV^; 
wenn 2 in P^ von a^ nach a^ geht, so geht u (vgl. Fig. 18) von 
nach Wg ; wenn aber z in JV von «^ nach «^ geht, geht u von 3 Wj 
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nach 2 (ö^ + «g ; die Differenz entaprechender Werte von u beträgt 
hier also 2(0y Mit B Yerhält es sich analog. 

Nachdem wir uns so über die Hauptwerte des Integrals u voll- 
ständig orientiert haben, lassen wir die Beschränkung des Integrations- 
weges auf die Fläche F' fallen. Dann erhält nach § 6, X dag 
Integral u Werte, die sich von den bisher allein betrachteten um 
ganzzahlige Vielfeche der Periodicitätsmoduln unterscheiden. Infolge- 
dessen erhalten wir in der w-Ebene weitere Bilder der Fläche Fy 
die -lu dem ersten kongruent und gegen dasselbe um 2 hy Wj in 
der Richtung der Axe, der reellen Zahlen und am 2hgW^ in der 
Richtung der Axe der rein imagi- 
nären Zahlen verschoben sind (I, 
§ 8, III). Alle diese Bilder legen 
sich, wie geometrisch evident ist, 
glatt nebeneinander und bedecken 
die ganze w-Ebene einfach und 
lückenlos, ohne sich irgendwo über- 
einander zu schieben (Fig. 21). 
Damit ist flir den hier betrachteten 
Fall reeller Verzweigun^punlcte 
der am Anfang von § 8 erhobene 
Zweifel beseitigt: jeder Punkt u 
in eines der genannten Bilder, und es entspricht ihm also 



Po !^ 



Fig. 31. 



fällt 

auch nur ein Wert von z. Überdies öntspricht jedem stetigen 
(I, § 26, XVIII) in der M-Ebene ein stetiger Weg auf der z-Fläche; 
wenn der erstere aus einem Bildrechteck in ein benachbartes über- 
tritt, überschreitet der letztere einen der Querschnitte. Somit haben 
wir wenigstens für reelle Werte der Verztoeigungspunkte den Fun- 
damentalsatz der Theorie der elliptischen Funktionen bewiesen: 

I, Die obere Grenze z des Integrals I. Gattung ist eine eindeutige 
Funktion des Integralwertes u, die für alle endlichen Werte von u bis 
auf Pole regulär ist. 

In allen Punkten u, die aus einem von ihnen durch Addition 
beliebiger ganzzahliger Yielfacher von 2 Mj und 2 m^ hervorgehen, 
nimmt z denselben Wert an. z ist also eine periodische Funktion 
von w (I, § 41); und zwar nennen wir sie eine doppeltperiodische 
Funktion von u, weil sie zwei verschiedene Perioden hat (eine reelle 
2a>y und eine rein imaginäre 2(ag), die nicht beide ganzzahlige 
Vielfache einer und derselben dritten Größe sind. Außer in 
diesen Punkten nimmt z noch denselben Wert an in den Punkten 
— u + 2 A^ (Uj + 2 Aj Wg ; diese entsprechen nämlich hei der Abbildung 



y Google 



§ 10. 



dem zu demselben Werte von 2 gehörenden Punkte des anderen 
Blattes der RiEMAiSNSchen Fläche, Man erkennt das durch folgende 
Überlegung: Wenn wir erst an «j . . . a^, dann an k^ . . . «^ spiegein, 
erhalten wir aus P^ erst iV^, dann F^. Dem entsprechen in der 
«-Ebene erst eine Spiegelung an . , . a>^, dann eine an . . . — Gjg. 
Zwei Spiegelungen an zwei zu einander senkrechten Geraden setzen 
sich aber zusammen zu einer Drehung durch 180* um ihren Schnitt- 
punkt (vgl. den Beweis von I, § 13, XII); und eine Drehung der 
M-Ebene um den Nullpunkt durch 180" ist das geometrische Bild 
der VeiTifandlung von m in — u (I, § 9, I). Also können wir den 
Satz I durch folgenden Zusatz ergänzen; 

n. Wird die untere Grenze des Integrals u (z) in einen. Fer- 
zweigiingspunkt der Fläche gelegt, so wird die obere Grenze eine gerade 
Funktion des Integralwertes. 

Auch s = ]//'(JrJ ist eine eindeutige Funktion von u, da bei 
unserer Abbildung jedem Werte von u nur ein Punkt der Eiemann- 
Bcheii Fläche entsprach. Entgegengesetzt gleichen Werten von u 
entsprechen dabei übereinanderliegende Punkte der Fläche; in 
solchen hat demnach s auch entgegengesetzt gleiche Werte. Wir 
können somit sEigen: 

in. Unter denselben Voraussetzungen ist s — Yf'(z) eine ungerade 
doppeltperiodiscke Funktion des Integralwertes u, die ebenfalls in der 
ganzen Ebene bis auf Pole regulär ist. 

Die beiden Sätze I und III lassen sich auch folgendermaßen 
ausdrücken : 

IV. Es ist zwar nickt möglich , zu zwei durch eine Gleichung 
s^ = /j (z) oder = f^ (z) verbundenen Variablen s, z eine „uniformi- 
sierende Variable'^ (I, § 53) zu finden, von der s, z rationale Funk- 
tionen wären; aber man kann wenigstens im Falle reeller Verztceigungs- 
punkte eine solche angeben, von der sie eindeutige und im Endlichen 
bis auf Pole reguläre Funktionen sind; nämlich eben den Wert des zit- 
• Integrals I. Gattung. 



§ 10. Fragestellungen bei beliebiger Lage der Verzweigungspunkte. 

Auf den allgemeinen Fall beliebiger Lage der Verzweigungs- 
punkte lassen sich die Entwicklungen der §g 8, 9 nicht übertragen, 
da die in dem speziellen Falle benutzten Symmetrieeigenschaften 
hier nicht vorhanden sind. Man kann zwar auch dann das Bild der 
Fläche F' in der w-Ebene dadurch zu erhalten versuchen, daß man 
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seine Kontur bestimmt. Da der Hauptwert von u auf der linken 
Seite eines Schnittes um den zugehörigen Periodicitätsmodul größer 
ist, ala auf der anderen, so kann man schließen, daß diese Kontur 
aus vier Stücken besteht; je zwei einander gegenüberliegende von 
diese Stücken sind kongruent und können durch eine bestimmte 
Parallelverschiebung miteinander zur Deckung gebracht werden 
(I, § 8). Aber diese Stücke werden dabei im allgemeinen krumm- 
linig ausfallen; und man kann daher die 
Mögliehkeitnichtvon vornherein ausschließen, 
daß sie sich wie in Fig. 22 schneiden, so- 
daß kein Bereich zu Stande käme. Man 
kann nun freilich durch eine eingehendere 
Untersuchung direkt zeigen,^ daß man, das 
stets vermeiden kann, daß es stets möglich 
ist, die Eückkehrschnitte auf der Eiemann- 
schen Fläche so zu legen, daßfihre Bilder in der w-Ebene gerad- 
linig ausfallen. Dann wird die Fläche auf ein geradhnig begrenztes 
Parallelogramm dieser Ebene^ abgebildet; und die weiteren Schlüsse 
können wie im Falle reeller Verzweigungs punkte gezogen werden. 
Wir wollen das jedoch nicht im einzelnen durchfuhren, sondern 
einen anderen Weg der Untersuchung einschlagen. Wir haben ge- 
sehen, daß die Umkehrung des elliptischen Integrals I. Gattung bei 
reeUen Verzweigungspnnkten durch eine doppeltperiodische Funktion 
mit einer reellen und einer rein imaginären Periode geschieht. 
Wir wollen nun in den folgenden Abschnitten (II— V) überhaupt 
die Eigenschaften doppeltperiodischer Funktionen untersuchen. Dabei 
wird sich zeigen, daß diese Untersuchung kaum irgendwie ver- 
einfacht würde, wenn man an der Voraussetzung festhielte, daß eine 
Periode reell, die andere rein imaginär, das „Periodenparallelogramm" 
also ein Eechteck sei. Die analytischen Ausdrücke solcher Funk- 
tionen, die wir finden werden, behalten vielmehr ihre Bedeutung 
und ihre allgemeinen Eigenschaften, wenn man ein behebiges an- 
deres Parallelogramm zu Grunde legt. Sind wir so in den ana- 
lytischen Besitz dieser allgemeineren doppeltperiodischen Funktionen 
gekommen, so hat es keine Schwierigkeit zu zeigen, daß auch sie 
Umkehrungen ehiptischer Integrale sind, und zwar solcher, deren 
Verzweigungspunkte complexes Doppel Verhältnis haben (§§ 18, 34). 
Dann muß noch gezeigt werden, daß man das Periodenparallelo- 
gramm stets ao wählen kann, daß durch die zugehörigen doppelt- 



' Vgl. H. A, Smwabk, ges, Alili. (Berlin 1830), Cd. II, p. S4 ff. 
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periodischen Funktionen die Umkehrung eines beliebig vorgelegten 
elliptischen Integrals I. Grades geleistet werden kann; das soll im 
VI. Ahschnitt geschehen. 

In cheser Weise ist überhaupt in vielen Fällen die Unter- 
suchung komplizierterer Funktionsbeziehungen zu führen. Das erste 
ist die Entdeckung einer geeigneten „uniformisierenden Variahehi" u, 
sie ist Sache der mathematischen Erfindungskraft, zuweilen auch 
des Zufalls. Hierauf muß der .Beweis geführt werden, daß die 
übrigen auftretenden Größen wirklich eindeutige Funlrtionen von u 
sind. Zu diesem Zweck beschränkt man zunächst die Parameter, 
die neben den eigentlichen Variabein noch vorkommen, auf solche 
Werte, daß dieser Beweis sich mit Hilfe der Methoden der kon- 
formen Abbildung führen läßt, von denen in erster Linie das 
Symmetrieprinzip in Betracht kommt. Weiß man erat, daß man 
mit eindeutigen analytischen Funktionen zu thun hat, so kann man 
aus ihren Eigenschaften analytische Ausdrücke für sie ableiten. In 
diesen Ausdrücken werden abermals neben den Variabein gewisse 
Parameter auftreten, die von jenen ersten in zunächst nicht weiter 
bekannter Weise abhängen und die zunächst wie jene gewissen 
IteaUtätsbe dingungen unterworfen sind. Stellt sich dann heraus, 
daß die gefundenen analytischen Ausdrücke auch noch Bedeutung 
behalten, wenn man diese Parameter diesen Bedingungen nicht 
unterwirft, so stellen sie Funktionen von u vor, die die Bedingungen 
des Problems auch in solchen Fällen erfüllen, welche die ursprüng- 
lich eingeführte Beschränkung der gegebenen Parameter ausschloß. 
Endlich bleibt noch die Frage zu erörtern, ob man die neuen Para^ 
meter immer so wählen kann, daß die ursprünglichen beliebig vor- 
geschriebene Werte erhalten. 

Erst wenn so die theoretische Untersuchung zum Abschluß ge- 
bracht ist, kann man mit Aussicht auf Erfolg daran denken, aus 
den in ihrem Laufe aufgetretenen mannigfaltigen analytischen Aus- 
drücken die in jedem einzelnen Falle zu numerischer Berechnung 
geeigneten auszuwählen. 
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ZWEITER ÄBSCHMTT. 

Elliptische Funktionen. 
§ II. Definition doppeltperiodischer Funktionen. 

VV ir begiiineu mit der Deiimtiou ; 

I. Unter einei- doppeltperiodischen Funktion versteht man eine ana- 
lytische Funktion f{u] einer complexen Variabein u, welche zwei von- 
einander unabhängige Perioden besitzt, d. h. (vgl. I, § 41) melche zwei 
verschiedenen Funhüonalgleichungen der Form genügt: 

1) /■{» + 2 »,) = /■(«), 

2) /■(« + 2 •>,)-/■{»)> 

unter Zoi^ und 2 (Ug von u unabhängige Größen verstanden? 

In dieser Definition bedarf noch der Terminus „voneinander 
iinabhängige Perioden" der Erläuterung, In der Theorie der ein- 
fach periodischen Funktionen (I, § 41, V) wird gezeigt, daß aus 
dem Bestehen einer Gleichung der Form (1) das Bestehen unendlich 
vieler anderer Gleichungen derselben Form folgt, nämlich: 

3) /■(« + 2*, »,) = /■(«) 

für jede positive oder negative ganze Zahl Aj. Wenn nun die Glei- 
chung (2) schon unter den Gleichungen (3) enthalten ist, werden 
wir jedenfalls 2 Wj und 2 w^ nicht als voneinander unabhängige 
Perioden ansehen; ebensowenig werden wir das thun, wenn etwa[]) 
bereits unter den aus (2) folgenden Gleichungen: 

4) /■(» + 8 k, «,,) _ /■(») (4, = ± I , + 2, , . ,1 
vorkommt. 

Die Gleichungen (3) und (4) sind aber nicht die einzigen Glei- 
chungen dieser Art, die aus (1) und (2) folgen. Vielmehr gilt 
allgemein : 

5) /(. + 2 4,,^, + 2 4, «,,)_/(»), 

' Diß man nicht für die Penoden Belb^t sondein fUr ihre Hälften eigene 
Zeichen einführt ist traditionell und tui manche Foimcln hequein; daß man 
der iweiteii Peiiodf den Index " t,itbt 1 rm„t gcwi- e Unbequemlichkeiten, 
ibei inth i,enisap Vorteile mit «icli 



y Google 



§ IL Definition doppeltperiadiseher Funklionen. 33 

wie man erkennt, wenn man m -}- 2 Ä^ Wg an Stelle von tc in (3) ein- 
setzt und dann (4) berücksichtigt. Mit andern Worten: 

n. Sind 2 m^ und 2 (Og Perioden einer Funktion, so sind auch alle 
die Großen: 

6) 2 fij tOj + 2 Ag (Mg 

Ferioden derielbtii lunkhon, v,enn h^, Ag irgend nelche positive oder 
negative qanze Zahlen, em>,chließhch 0, sind 

Es konnte nun sem, daß nntei die&en Öioßen sich eine be- 
fände, von dei alle andern ganzzahlige Yielfa*,he waren Das kann 
jedenfalls nui dann dei Fall "iem, wenn (\ und (u^ m einem reellen 
rationalen Vernaltnif zu emandpi stehen, wir können aber auch 
zeigen, daß es dann immei der Fill ist Ist nimhch o)g/Mj ein 
rationalei Biuch ao sei ei, aut seine kleinste Benennung gebracht, 
= mj}i wo m und n zu einander tedeiliemde ganze Zahlen bedeuten. 
Nach einem elementaren zahlentheoretischen Satz lassen sich dann 
(auf mannigfaltige Art) zwei ganze Zahlen h^, Ag von der Beschaffen- 
heit bestimmen, daß: 

7) m\ +nh^ = ! 



ist. Setzen ■ 



■ dann: 



8) A, ü>^ + Ag 6.3 

so wird 

9} moj^m/i^o,^+mh,(o,^n 



10) 



nm^7ih.co,+nh^, 



'^ fUj + n 



Es ist also in diesem Falle unter den Größen (6) eine, nämlich 
2(0, von der wegen (9) und (lU) die gegebenen Größen 2(Uj und 
2 Wg nnd folglich die sämtlichen Größen (6) ganzzahlige Vielfache 
sind; mit andern Worten, es gilt der Satz: 

III. Stehen (i\ und ojj in einem reellen rationalen Verhältnis zu 
einander, so sind die sämtlichen Gleichungen (5) Folgerungen aus einer 
einzigen unter ihnen. JFenn dann die Fanktion nicht etwa außer diesen 
Perioden noch andere hat, wird sie als einfach, nicht als doppelt- 
periodisch zu bezeichnen sein. 

Der nächste Fall, der sich hier anschließen würde, ist der eines 
reellen i>ra(ic«a/eM Periodenverhältnisses; man kann aber zeigen, daß 
dieser Fall bei eindeutigen analytischen Funktionen niemals eintreten 
kann. Ist nämlich das Periodenverhältnis co^lco^ in einen Ketten- 
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brach entwickelt und mjn ein Näherungabruoh desselben, so ist nach 
einem bekannten Satze: ^ 



a,lso: 

11) I «Wg-wiw, I < -^ |. 

Ist nun a>^jco^ irrational, so bricht die Kettenbruchentwicklung 
niemals ah, die Nenner der Näherungsbrüche überschreiten jede 
Grenze. Dann würde aus {11} folgen, daß unter den Perioden der 
Funktion auch solche vorkommen, die dem absoluten Betrag nach 
kleiner sind als eine noch so kleine vorgegebene Zahl, daß also die 
Funktion einen und denselben Wert in jedem noch so kleinen Be- 
reiche beliebig oft annimmt Das ist aber I, § 39, X bei einer ■ 
eindeutigen analytischen Funktion niemals der Fall; also folgt: 

IV. ]Ss gieht keine eindeutige analytische Funktion einer complexert 
Veränderlichen mit xwei Perioden, deren Verhältnis reell und irra- 
äonell wäre. 

Wii' haben uns demnach nur mit dem Falle weiter zu be- 
schäftigen, daß das Periodenverhältnia nicht reeU ist und können 
demgemäß Definition I durch den Zusatz ergänzen: 

V, Äl£ voneinander unabhängig gelten zwei Perioden, wenn dei' 
imaginäre Bestandteil ihres Quotienten von verschieden ist 

§ 12. Das Perioden paralielog ramm. 

Unter dieser Voraussetzung ist der Winkel zwischen den beiden 
Strecken . . . 2^^ und . , . 2&J3 von und ji verschieden; wir 
können über ihnen ein wirkhches Parallelo- 
gramm, das „fundamentale Periodenparallelo- 
gramm", konstruieren; seinen vierten Eck- 
punkt bezeichnen wir^ mit — ^a^, sodaß 

1) ... + », + o, - 

ist 

' Mau vgl. etwa das Handbuch der Algebra von J. A. Serket (deutseh 
von Webtbbih, 2. Aufi. Leipzig 1878), Bd. 1, Nr. 5. 

' Abweichend von Weiehstrsss und seinen Sehiilern, die o), = m, + «j, 
setzen, aher in Übereinstimmung mit J. Tannery et J. Mole, ölömenta de la 
üiöorie des fonetions elliptiques, Paris lS93 £f., sowie E. Sinov, Iieipa. Abb. 
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Ziehen wir durch die sämtlichen Punkte 2 A^ a^ für alle posi- 
tiven und negativen ganzzahligen Werte von Äj Parallelen zur 
zweiten Seite dieses Parallelogramms, ebenso durch alle Punkte 
SAgttig Parallelen zur ersten Seite, so wird schließlich die ganze 
Ebene einfach und lückenlos mit einem Netz von Parallelogrammen 
überdeckt, die wir alle auch als Pei'iodenparallelogramme bezeichnen. 
Die Knotenpunkte dieses Netzes oder Gitters sind die Perwdenpunkte, 
d. h. diejenigen Punkte, die die Größen § 1 1, (6) geometrisch darstellen. 

I. Ztüei Punkte verschiedener Periodenparallelogramme , die zu- 
sammenfallen, wenn man das eine mit dem andern durch Parallel- 
verschiebun^ zw Deckung bringt, heißen „äquivalent' oder (mit Über- 
tragung einer in der Zahlen theorie üblichen Bezeichnungsweise) „äöm- 
gruent modulis Perioden". 

Die Differenz der zu zwei solchen Punkten gehörenden com- 
plexen Zahlen ist nämlich eine Periode (nach I, § 5). Man schreibt 
dann auch wohl wie in der Zahlentbeorie; 

2) zi^ ^ u^ (modd. 2 w^ , 2 o)^) 
statt 7(3 = M^ + 2 A^ «^ + 2 Ag «g. 

Elementargeometrische Überlegungen ergeben die Sätze; 

II. Zu jedem Punkte der Ebene findet sich im fundamentalen 
Periodenparallelogramm ein äquivalenter. 

ni. Zwei verschiedene Punkte des fundamentalen 2'eriodenparallelo- 
gramms sind niemals zu einander äquivalent. 

Diese Sätze gelten ausnahmslos, wenn eine geeignete Festsetzung 
darüber getroffen wird, inwieweit zu dem fundamentalen Perioden- 
paralleiogramm auch die Punkte seiner Begrenzung mitgerechnet 
werden BoUen; etwa die folgende: 

IV. Fon dem Jiande des fundamentalen Periodenparallelogramms 
sind nur die beiden in zusammenstoßenden Seiten, ausschließlich der 
Eckpunkte 2 «, und 2 m^ , mitzurechnen. 

In diesem Sinne sind die Worte; „im fundamentalen Perioden- 
paraUelogramm" im folgenden stets zu verstehen. 

Analytisch formulieren sich die letzten Überlegungen folgender- 
maßen: Werden die Perioden in ihren reellen and imaginären Be- 
standteil gespalten; 

3) 2 ö), = a, + i, i, 2 W3 = «3 + Ö3 ;, 

so ist nach Voraussetzung (§ 11, V) a^-.b^^ ^ a^-.b^, also; 

4) D = a,b^- «3 ö, ^ 0. 
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Man kann demnach die teiden Einheiten 1 und i folgender- 
maßen linear mit reellen Koeffizienten diirch 2 a^ und 2 a^ aus- 
drücken: 

5) 1=^ _— '_.A, ;_ . . ^_i^_ .._! » . 

V. Infolgedessen kann jede complexe Große u auf eine, und nur 
auf eine Weise in der Form: 

6) u = 2sw^ +2fw3 

dargestellt werden, in der s und t reelle Wahlen bedeuten sollen. 

Den Punkten des fundamentalen Periodenparallelogramms ge- 
hören dahei diejenigen complexen Werte u zu, bei deren Darstellung 
in dieser Form s und t positive echte £rüche werden ; und die oben 
gegebene Festsetzung, die ßandpunkte betreffend, kommt darauf 
hinaus, da£ hier die Null, aber nicht die Eins mit zu den positiven 
echten Brüchen gerechnet werden soll. 

Ist irgend ein Punkt in der Form (6) dargestellt und werden 
dann : 

7) s = Ä^ + Äf, , i = Ag + t^ 

in die ganzen Zahlen fij , h.^ und die echten Brüche s,,, t^ gespalten, 
so ist: 

8) M(, = 2 S(, föj 4- 2 /„ fijg 

der zu u äquivalente Punkt des fundamentalen Periodenparallelo- 
gramms. 

§ 13. Nichtexistenz ganzer doppeltperiodischer Funktionen; 
elliptische Funictionen. 

Da wir (I, § 41) ganze einfach periodische Funktionen kennen 
gelernt haben, liegt es nahe, auch die Theorie der doppeltperio- 
dischen Funktionen mit der Frage nach ganzen solchen Funktionen 
zu beginnen. Aber die Antwort auf diese Frage lautet: es giebt 
deren keine. Denn wenn eine Funktion im ganzen fundamentalen 
Periodenparallelogramm und auf seinem Rande regulär ist, bleibt 
ihr absoluter Betrag dort überall unter eiuer angebbaren Grenze M. 
Ist die Funktion außerdem doppeltperiodisch, so bleibt ihr absoluter 
Betrag (wegen § 12, II) auch in jedem andern Periodenparallelo- 
gramm unterhalb M, folglich auch innerhalb eines Kreises von be- 
liebig großein Radius R. Daraus folgt aber (vgl. den Beweis des 
Satzes IV in I, § 44), daß die Koeffizienten ihrer MACLAHRiHscbeii 
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Eeihen entwickln ng dem absoluten Betrage nach bezw. kleiner sind 
als MB'-". Da hier li beliebig groß genommen werden kann, W 
aber Ton R unabhängig ist, so folgt, daß alle diese Koeffizienten, 
bis auf den ersten, gleich sind. Mit andern Worten, es gilt der 
„erste LiouviLLEScke Satz": 

I. Mine doppeltperiodische Funktion, die zugleich eine ganze 
transscendente Funktion ist, ist notwendig eine Konstante. 

Wir wenden uns deswegen zum nächst einfachen Fall, indem 
wir definieren; 

H. Unter einer elliptischen Funktion verstehen wir eine doppelt- 
periodische Funktion, die in der ganzen Ebene bis auf Pole regulär ist^ 

Eine solche Funktion hat dann im fundamentalen Perioden- 
parallelogramm nur eine endliche Anzahl Pole (I, § 43, IV; § 68). 
Wir definieren weiter; 

III. Unter der Ordnungszahl einer doppeltperiodischen Funktion 
verstehen wir die Anzahl der Pole, die sie im fundamentalen Perioden- 
parallehgramm hat; ein m-facher Pol ist dabei für m einfache zu 
zählen. 

Dann können wir Satz I auch so aussprechen: 

IV. Fine elliptische Funktion nullter Ordnung ist eine Konstante. 
Wie aus der Definition hervorgeht, ergeben Summe, Differenz, 

Produkt, Quotient zweier elhptischen Funktionen desselben Perioden- 
parallelogramms stets wieder eine solche Funktion. Man kann diese 
Eigenschaft mit einem in der Zahlentheorie gebräuchlichen Terminus 
so ausdrücken; 

V. Die elliptischen Funktionen eines und desselben Periodenparallelo- 
gramms bilden einen Funktionenkorper. 

Aus dieser Eigenschaft der Differenz zweier solchen Funktionen 
und aus Satz I folgt noch; 

VI. Wenn zwei elliptische Funktionen mit denselben Perioden die- 
selben Pole hohen und wenn für jeden Pol die Glieder mit negativen 
Potenten in den Entwicklungen beider Funktionen übereinstimmen, unter- 
scheiden sich beide Funktionen nur um eine additive Konstante. 

§ )4. Der Satz von der Summe der Residuen. 

Die allgemeinen CAUOHYschen Sätze (I, § 45; 46} geben für 
die elliptischen Funktionen spezielle Formulierungen, wenn man sie 

u „elliptischen Punktionen aweiter und dritter Art" 
nicht unter die hier gegebene Definition. 
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auf ein Periodenparallelogramm anwendet und die auftretenden 

Integrale mit Hilfe der Periodicitätseigenschaften auswertet. Dabei 

tritt eine Schwierigkeit auf, wenn Pole der zu integrierenden 

Punktion auf dem Rande dee Periodenparallelogramms liegen; denn 

dann werden die Integrale unbestimmt. Wir 

^^ ■'■^^ ^ it-g nj, können das aber immer vermeiden, indem wir 

/ / y^"'---/ um ein Parallelogramm mit den Ecken: 



/ ' 4 •' 1) «. « + 2«,. «-2»,, a + 2«, 

Pig, 24. herumiutegrioren und dabei den Punkt a so 

wählen, daß auf dem Rande dieses Parallelo- 
gramm'! Lein Pol der Funktion hegt Das ist stets moglioli, da 
mxih dei Voraussetzung § 13, II m jedem emllichen Beieiche nur 
eine endliche Anzahl ¥on Polen dei Funktion hegt 

I hiüi ein solches Pai alleloqramm, hat die Eigenschaft, daß «ich 
zu jbdem Funkte dei Äbene em t/nd nur ein uqmvalentei tn ihm 
101 findet, 

vorausgesetzt, diß man uhu die Rmdpunkte eine milo^e Fi-st- 
aetzung tnfft, wie t; 12 IV 

Wii können dann ledes um den Rand de'* Paiallelogrimmij zu 
eistieckonde Integral in viei Teihntegiale zerlegen, die ubei le eine 
seiner vier Seiten zu eistrecken sind Dabei wiid cb iui das Voi 
zeichen nicht gleichgültig sein, m welcher Aufeinanderfolge die vier 
Ecken bei einem positiven Umlauf (I, § 29, IV) um das Innere des 
Parallelogramms getroffen werden. In dieser Hinsicht treffen wir 
folgende Festsetzung, die durch das ganze Heft hindurch aufrecht er- 
halten werden wird: 

II. J)ie Endpunkte (1) sollen in der angegebenen Seihenfolge ge- 
ti-offen werden, wenn man den Sand des Parallelogramms in positivem 
Sinne umläuft. 

Diese Festsetzung ist mit jeder der beiden folgenden gleich- 
bedeutend : 

ni. Die Strecke . . . w^ soll links von . . . cä-^ liegen (ebenso 
wie . . , i links von ... 1 hegt, I, § 4); 
oder 

IV. Der Quotient 
2) W3/öij = r 

soll einen positiven imaginären Bestandteil haben. 

Wir können diese Festsetzung unbeschadet der Allgemeinheit 
treffen, da wir ja andernfalls die Bezeichnungen Wj und <ög ver- 
tauschen können. 
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Das um den itand des Parallelogramms in positi¥6m Sinne zu 
erstreckende Integra! ff{u) du zerfällt dann in die yier Teilintegrale 

3) Jf{u) du+ ff(u) du+ Jr(u) du+ Jf[u) d u, 

a ü + Stu, o-2o)s a + 3co, 

deren jedes auf geradem Wege zu nehmen ist. Das dritte dieser 
Integrale geht durch die JEinführang der neuen In tegrationsvar iahein 
f = M — 2 w, über in: 



//■M 



ehenfalls auf geradem Wege zu nehmen; und das ist wegen der 
Torausgesetzten Periodicität der Funktion /': 



-jmä 



also entgegengesetzt gleich dem eisten der vier Integrale (3). Ebenso 
wird gezeigt, daß das zweite entgegengesetzt gleich dem vierten ist. 
Die Summe aller vier Integrale, mit andern Worten, das ff{u)du, 
genommen um den ganzen Eand des Parallelogramms, ist ako NuU; 
und hieraus und aus dem Satze I, § 45, III ergiebt sich der zweite 
LiovviLLESche Satz: 

V. Sie Summe der Sesidiien einer elliptischen Funktion in den 
sämtlichen Polen, die im Innern eines Parallelogramms mit den Ecken 
(1) Hegen., ist stets gleich Null. 

Der Satz überträgt sich von dem genannten ParaHelogramm 
sofort auf das fundamentale PeriodenparaUelogramm , wenn man für 
die etwa auf seinem Bande gelegenen Pole die § 12, IV getroffene 
Festsetzung beachtet. 

Ein wichtiges KoroUar des Satzes II ist; 

VI. Es ffiebt keine elliptische Funktion erster Ordnung. 

Denn eine solche müßte in ihrem einzigen Pole, der ein ein- 
facher sein müßte, das Residuum haben; dann wäre es aber eben 
kein Pol. 

§ 15. Der Satz von den Anzahlen der Nullpunkte und der Pole. 

Ist f{u) eine elliptische Funktion, so überzeugt man sich durch 
Differentiation der definierenden Relationen (§ 11, 1, 2), daß auch 
f'(u)jf(u) eine solche ist. Die Residuen dieser letzteren Funktion 
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sind aber gleich den Ordnungszahlea von f{u) (I, § 20, IV; § 46, 
IT, III). Wenden wir also den Satz V des § 14 auf die Funktion 
f'{v)jf{u) EQ, so erhalten wir für die Funktion f{u) das Resultat, 
daß die Summe ihi'er Ordnungszahlen im Periodenparallelogramm 
gleich Null ist; mit andern Worten, wir erhalten den dritten 
JjiouviLLEschen Satz: 

I. Jede elliptische Funktion hat im Periodenparallelogramm ebenso- 
viel JSullpunkte als Fole 

oder: 

I a. Jede elliptische Funktion n'"' Ordnunij hat im Periodenparallelo- 
gramm gerade n Nullpunkte. 

Wenden wir diesen Satz, statt aul' die Funktion f{u) auf die 
Funktion f{u\ — c an, so sehen wir: 

IL Jede elliptische Punktion w'"" Ordnung nimmt im, Perioden- 
parallelogramm jeden vorgeschriebenen Wert c gerade n-mal an. 

Der Ausdruck: eine Funktion nimmt in einem Punkte a den 
Wert e gerade A-mal au, ist dabei ebenso zu verstehen, wie in 
I, § 46, VI. 

§ 16. Die Relation zwischen den Lagen der Nullpunkte 
und der Pole. 

Zum Schluß dieser allgemeinen Erörterungen wollen wir noch 
den Satz I, § 46, XI auf eine elliptische Funktion f(u) anwenden. 
Zerlegen wir das um den Rand eines Parallelogramms zu erstreckende 
Integral 

J " A«) '" 
wie in § 14 in vier Teile und nehmen die entsprechende Umformung 
vor, 80 erhalten wir für den dritten Bestandteil: 



B-2ni, a + 2tu. 

Die Summe des ersten und dritten Bestandteils wird also: 

1) = 2«,/^ dv = 2co^ \\ogf{a + 2 £.,) - logA«}). 

Nun ist zwar /"[a + 2 Wj) ^ /■(«); aber daraus darf man nicht 
schließen, daß hier auch log/'[a + 2ö>J — log/'(«) gesetzt werden 
dürfe. Denn wenn für log/'(o) ein bestimmter Wert der unendlich 
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vieldeutigen Punktion Logarithmus gewählt ist, kann der Wert von 
logfla + '2ü)) nicht mehr willkiirlich gewählt werden, aondern es 
ist derjenige Wert zu nehmen, der aus dem ersteren durch stetige 
Fortsetzung längs des vorgeschriebenen geradlinigen Integrations- 
■weges entsteht; und dieser ist mit dem ersten nicht identisch, wenn 
das Bild dieses Weges in der Ebene der complexen Größe z ~ f(u) 
den Nullpunkt dieser Ebene umwindet (I, § 54, XI; § 56, II). Doch 
stört uns diese Unbestimmtheit hier nicht; denn jedenfalls ist die 
Differenz der beiden Werte ein ganzzahliges "Vielfaches von 2 w i. 
Die Summe des ersten und dritten Integrals beträgt also; 



ebenso die des zweiten und vierten: 

Aj und hg bedeuten dabei ganze Zahlen, über die nichts weiter aus- 
gesagt werden kann, solange von der Funlrtion f{u) nichts weiter 
bekannt ist. Werden dann die Nullpunkte von f[u) im Perioden- 
paraUelogramm mit a^, a^ . . . a^, die Pole mit 5^, b^ • ■ • J>„ bezeichnet, 
so ergiebt I, § 46, XI die Gleichung: 

2) ^Ä„-2öv = 2A, wj + 2/^3033, 

oder mit Anwendung der § 12 {2} erklärten Schreibweise die Kon- 
gruenz: 

3) i;'^=i;/. (moM. 2«^, 20,,), 

also den vierten LiouviLLESchen Satz: 

Die Summe der Nullpunkte einer elliptischen Funktion im Perioden- 
paraÜelogramm, ist konffruent zur Summe ihrer Pole. 

Wie aus der Ableitung dieses Satzes hervorgeht, gilt er auch 
für mehrfache Nullpunkte oder Pole; man muß nur jeden solchen 
Punkt so oft in die betreffende Summe auftiehmen, als seine 
Ordnungszahl angiebt. — Übrigens kann man in (3) auch das Gleich- 
heitszeichen setzen, wenn man einen der Nullpunkte oder Pole, die 
dem ins Auge gefaßten Periodenparallelogramm angehören, durch 
einen zu ihm kongruenten Punkt ersetzt, der ja auch NuUpunkt, 
bezw. Pol der betrachteten eUiptisehen Funktion sein muß. 
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§ 17. Bildung der Funktionen pu und p'u. 

Wir liaben bisher eine Reihe von Eigenschaften elUptischer 
Funktionen abgeleitet, ohne noch gezeigt zu haben, daß es wirldich 
?.R jedem vorgelegten Periodenparallelogramm solche Funktionen 
giebt. Wir müssen diesen Beweis jetzt dadurch fuhren, daß wir 
nach Weieestkass analytische Ausdrücke solcher Funktionen ex- 
plicite aufstellen. Die Kenntnis der bereits abgeleiteten Satze wird 
uns dabei vergebliche Versuche ersparen. Nach § 13, I müssen 
die zu bildenden Funktionen notwendig Pole haben; also kommen 
die Entwicklungen in Partialbruchreüien (I, § 51} in Betracht. Wir 
dürfen annehmen, ein Pol liege bei u = 0, da wir dies durch Ein- 
führung von M — c an Stelle von n immer erreichen können. Dann 
müssen auch alle zu « =^ kongruenten Punkte, also alle die Punkte: 

1) «) = 2 Aj ü)^ + 2 Ag fi>3 (Aj , Ag = 0, + 1, ± 2 . . .) 

Pole sein; und wir haben vor allem zu fragen, ob sich ein Exponent n 
so bestimmen läßt, daß die Reihe: 

2) l^i"!"" 

erstreckt über alle Werte w mit Ausnahme^ von tc = 0, konvergiert 
Mau zeigt folgendermaßen, daß das zwar noch nicht für « = 2, wohl 
aber für m = 3 der Fall ist. 

Der NuUpunkt ist Mittelpunkt eines aus Tier Paralielogrammen 
bestehenden größeren Parallelogramms; sämtliche Punkte der Be- 
grenzung dieses letzteren haben von ihm einen Abstand, der zwischen 
zwei leicht angebbaren Grenzen r und iü' 
liegt (vgl. Fig. 25). Auf dieser Begren- 
zung liegen acht Punkte w; für jeden 
Ton ihnen ist: 

Diesen Kern umgiebt ein Kranz von 
Periodenparallelogrammen, auf dessen äußerer Begrenzung zweimal 
acht Punkte w liegen; fiir sie alle ist; 



' Anf solche Ausnahmen wird hier und im folgenden, ebenso wie I, g 52, 
durch den Acc«nt am Summenzeicben aufmerksam gemacht. 
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An diesen achließt sich ein zweiter solcher Kranz, mit dreimal acht 
Punkten w auf seiner äußeren Begrenzung, für die: 

3r<|wi<3Ä; 
u, s. w. Da auf diese Weise sämtliche Punkte w nach und nach 
erhalten werden, so kann man einerseits schließen: 

I. Die Glieder der Reihe (2) sind hezw. nicht kleiner als die ent- 
sprechenden Glieder der Seihe: 

JL+_^ + ü+..._JLIl+_i + 1 +. 1; 

R" (2^)" (3^)" B" \ 2"-' 3"-^ j 

da diese Eeihe für n = 2 divergiert, divergiert auch die Reihe (2) 
für n = 2. 

Andrerseits folgt: 

IL Die Glieder der Reihe (2) sind bezw. nicht größer ah die 
', Glieder der ReUie: 



da diese Heike für n— 3 konvergiert, konvergiert auch die Seihe (8) 
für n = 3. 

Infolgedessen können wir eine eindeutige analytische Funktion 
TOQ u, die die Punkte mj zu dreifachen Polen hat, definieren durch 
die Gleichung: 

Wollen wir aber eine Funktion bilden, die die Punkte jc nur 
zu zweifachen Polen hat, so können wir nicht einfach die Eeihe 
2C« — «^)~^ ansetzen, da diese nicht konvergieren würde; wir müssen 
Yielmehr nach Anleitung von I, § 51, Gleichung (13) aus der Glei- 
chung (2) die folgende ableiten: 

Durch diese Gleichungen (3) und (4) sind zwei Funktionen de- 
finiert, die in der Beziehung: 



zu einander stehen; wir müssen noch zeigen, daß diese Funktionen 
wirkhch doppeltperiodisch sind. Von der Funktion p' u ergiebt sich 
das direkt aus ihrer analytischen Darstellung {3} selbst. Denn wenn 



{u - wf 
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man u um irgend eine Periode vermehrt, werden die Glieder der 
üeihe (3) nur untereinander vertauscht; dadurch wird aher der Wert 
der Reihe nicht geändert, da sie ja unhedingt konvergiert. Auf die 
Reihe (4) können wir diesen Schluß nicht anwenden, da in ihr die 
durch die Klammer verbundenen Glieder nicht auseinandergerissen 
werden dürfen. Wir können aber aus der Gleichung: 

6) /(» + 2»,) -/(«), 
durch Integration ableiteni 

7) y{«+2o,,) = y« + C 

und folgendermaßen zeigen, daß die Integrationskon staute C gleich 
Null sein muß: Wie aus ihrer Definition durch die Beihe (4) hervor- 
geht, ist die Funktion pu eine gerade Funktion ihres Argumenta;^ 
denn zu jeder Größe w findet sich unter ihnen auch die entgegen- 
gesetzte, und die zu zwei entgegengesetzten Werten von w ge- 
hörenden Glieder der Summe vertauschen sich einfach, wenn man 
u durch — u ersetzt Es ist also auch 

S) y(„J = p(-»,); 

und zwar ist po)^ jedenfalls ein endhcher bestimmter Wert. Demi 
pu ist nach seiner Definition und dem Satze I, § 51, TII überall 
regulär, außer in dea Periodenpunkten, (Zu diesen gehört Wj sicher 
nicht; denn wäre Wj = 2 A^ Wj + 2Ag O3, so wäre das Verhältnis 
o)g/ö)j reell und rational, gegen die Voraussetzung.) Setzen wir 
aber in Gleichung (7) m = — m^, so folgt: 

yK)=7(-<»,)+C. 

Das kann mit (8) nur zusammen bestehen, wenn C = ist. — Für 
2 (Wg gilt derselbe Schluß; also können wir zusammenfassend sagen: 

ni. Durch die Reihen (3) und {4) sind in der That zu jedem 
nicht reellen Werte des Periodenverhältnisses zwei elliptische Funktionen 
— eine dritter, die andere zweiter Ordnung — dargestellt. 

Man erhält noch eine bemerkenswerte Gleichung, wenn man die 
Gleichung (3), statt zwischen den Grenzen und w, zwischen den 
Grenzen u und u -\- v integriert, nämlich: 

' Auch aus g 16. 3 ergiebt sich die Richtigkeit dieser Behauptung. 
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Wie aus ihrer Definition hervorgeht, genügen die Funktionen 
pa, p'u fl5r jeden Wert Ton m den Gleichungen: 

10) p{mu.,ma,„ mw,) = m-^p(u <o,, o,,). 

11) p'{mu\m(o^, mwg) = m-y{M[w,, m^). 
Man pflegt das so auszudrücken: 

IV. p u und p' u sind homogene Funktionen der drei Variahein u, 
Wj, Wg vom Grade — 2, bezw. — 3. 

§ 18. Die DilTerentialgleichung der Funktion pu. 

Zwischen den Funktionen p« und p'u besteht eine algebraische 
Gleichung mit von u unabhängigen Koeffizienten, die wir folgender- 
maßen ableiten: 

Zunächst stellen wir die (für eine gewisse Umgebung des Null- 
punkts geltende) Entwicklung von p u nach Potenzen von u auf. Nach 
I, § 50, nr dürfen wir dazu die einzehien Glieder der zur Definition 
von p u dienenden Eeihe nach Potenzen von u entwickeln und dann 
die Glieder mit gleichen Potenzen von u zusammenfassen. So er- 
halten wir zunäclist: 

1) p._.-»-2»2'"-» + 3»"2'"-«-4«>2' ,.-•-+... 

In dieser Entwicklung sind jedoch die Koeffizienten ungerader 
Potenzen von u sämtlich = 0, da zu jedem w auch das entgegen- 
gesetzte vorhanden ist.^ Wir können also schreiben: 

2) ,« = «-= + §.,„=•■-' 
und erhalten dann: 

3) p,'u= -2M-3 + -|;j2,i_2)c„«3«-s. 

Für bestimmte Vielfache der beiden ersten Koeffizienten c hat 
man besondere Zeichen eingeführt; man setzt nämlich: 

4) ^, = 20c,= 60 2'«'-*- 

Diese Größen y^ und ^^ sind also homogene Funktionen von 
(Oj und «g, g^ vom Grade — 4, g^ vom Grade — 6. 

' Man beachte anch, daß kein von m freies Glied auftritt; es ist das durcli 
die Verfögung über die InfegraüonBkonstante beim Übergang von p' u z-a. pw 
bewirkt. 
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Unter Benutzmig der Reiheoentwicklungen (2) und (3) können 
wir nunmehr eine rationale ganze Funktion vou p u und p' u bilden, 
die in M = keinen Pol mehr hat. Bezeichnen wir zur Abkürzung 
mit (m") das Produkt aus m" in irgend eine in der Umgehung vou 
M = reguläre Funktion {nicht notwendig jedesmal dieselbe), so 
haben wir der Beihe nach: 

Die linke Seite der letzten Gleichung ist sonach eine elliptische 
Funktion, die auch in m — und den dazu kongruenten Punkten, 
also überall regulär ist; folglich ist sie nach § 13, IV eine Kon- 
stante. Deren Wert ergiebt sich aus eben dieser Gleichung, indem 
man in ihr m = setzt, als — g^. Damit ist der Saia bewiesen: 

L Zwischen p u und p' u besteht identisch die algebraische Gleichung 
mit von u unabhängigen Koeffizienten: 

6) [p' uY = Ap^ u ^ g^pu - g,^. 
Setzen wir 

7) pu^z, 

so kijnnen wir die Gleichung (6) auch schreiben: 

wenn wir dann nach du auflösen, integrieren und berücksichtigen, 
daü M = und z — a:^ zusammengehörige Werte sind, so erhalten wir: 



0) 






als Umkehrang der Gleichung (7). Wir können also sagen: 

IL Durch die Funktion p w wird das im I. Abschnitt gestellte 
Problem der Umkehrung des elliptischen Integrals I. Gattung in dem 
Falle gelöst, daß die Funktion unter dem fVurzelzeichen die in (9) auf- 
tretende spezielle Gestalt hat. 
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Zu beachten ist aber dabei, daß y^ und ^g hier nicht unab- 
hängige Parameter bedeuten, die man nach Beheben wählen kann, 
sondern durch die Gleichungen (4) und (5} als Funlctionen der 
Perioden definiert sind. Ob man die Perioden stets so wälilen kann, 
daß ff^ und ff^ beliebig vorgegebene Werte erhalten, ist eine Frage, 
die auch hier noch durchaus offen bleibt und die erst durch die 
Entwicklungen des VI. Abschnitts in bejahendem Sinne entschieden 
werden wird. 

Nach dem l'undamentalsatz der Algebra [1, § 44, VII) kann 
die rechte Seite der Gleichung (8) in drei lineare Faktoren zerlegt 
werden; wir setzen sie; 

10) =4 (.-.,) («-.,)(«-,,). 

Wird pu einer dieser Zahlen «0(0;= 1, 2, 3) gleich, so wird 
p'u= 0. Andrerseits folgt aus den Gleichungen: 

/(-«)= -/« 
und; 

p'{u + 2m)^p'u, 

daß p' u entweder Null oder anendlich werden muß, wenn u gleich 
einer halben Periode wird. Es wird aber nur in den zu kongruenten 
Punkten unendlich; also muß es in rxiy, a^, Mg Null werden, und da 
es eiae elliptische Funktion 3. Ordnung ist, kann es nach § 15, I 
auch nirgends sonst als in diesen Punkten und den zu ihnen kon- 
gruenten Null werden, und in keinem von ihnen von höherer als der 
ersten Ordnung. Also muß pu in jedem der Punkte ai^, oj^, 03^ 
einen der Werte e^, e^, e^ annehmen; und zwar nimmt es in jedem 
dieser Punkte den betreffenden Wert gerade zweifach au (I, § 46, VI). 
Aber pu nimmt jeden Wert im Periodenparallelogramm gerade 
zweimal an (§ 15, 1); also muß es in jedem der drei Punkte w^, ra^, 
(/)j einen andern der drei Werte «j, e^, e^ annehmen, und diese 
drei Werte müssen voneinander verschieden sein. Es gilt also 
der Satz; 

III. Die drei Faktoren des Ausdrucks (10) sind stets voneinander 
verschieden. 

(In der That würde auch sonst die Umkehruug des Integrals (9) 
nur auf einfach periodische Funktionen führen.) 

Wir denken uns die Bezeichnung so gewählt, daß 

11) pco^ = e^, poi^^e^, p('}^ = e^ 
wird. 
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Nach den Sätzen über den Zusammenhang der symmetrischen 
Funktionen der Wurzeln mit dem Koeffizienten einer algebraischen 
Gleichung bestehen die Relationen: 

12) e^ + e^ + e.,^0, 

Die e„ sind homogene Funktionen von oj^, m^, vom Grade — 1. 
Durch wiederholte Differentiation nach u erhält man aus der 
Gleichung (6) der Reihe nach die Gleichungen: 

15) p"u - Gp^u-^^^, 

16) p"ti - 12pup'ii, 

17) p""u^l20p^u-18ff,pu-\2ff, 

u. B. w. Man beweist allgemein durch den Schluß ¥on n auf n + 1 : 

IV. Die (2n)'' Äbleihaiff von pu ist gleich einer rationalen ganzen 
Funktion {n -J- ^)"" Grades von pu, die (2ra + })'" gleich dem Produkt 
von p'u in eine rationale ganze Funktion n'™ Grades von pu. Sie 
Koeffizienten dieser Funktionen sind ganze ganzzahlige Mtnktionen von 
ig^ und g^. 

Die Gleichung (16) insbesondere kann zur Ableitung einer ein- 
fachen Rekursionsformel für die Koeffizienten der Entwicklung (2) 
dienen. Entwickeln wir nämlich ihre beiden Seiten nach Potenzen 
Ton u und Tergleichen die Koeffizienten von u^'--^, so erhalten wir 
für i > 3: 

[21 - 2)(2?. - 3)(2A - 4)cj= 24|(;i-l)ci + (Ä- 3)c,c,_2 

+ (;. - 4) Cg f;._s -1- . . ,+2cj_3e;, -)-o.-3C3~c;,l 
^24(;L-2)«i+ 12{A-2)Sc,c,_2 + c3c,.3+ ■ . ■ ^ c,_^c^\, 
also: 

"- (1^ s)|h + i) I "'"'-= + °s "'-•+••■ + '='-' °> I ■ 

V. Es sind also alle Koeffizienten der Entwicklung (2) rationale 
ganze Funktionen der beiden ersten. 

Es ist das insofern ein sehr merkwürdiger Satz, als es nicht 
leicht ist, ihn direkt aus der Definition dieser Koeffizienten durch 
die Summen '^'lü-^'-, ohne Zuhilfenahme der Funktion pu, zu 
beweisen. 
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§ 19. Die Funktion C't- 

Ebenso wie wir aus G-leicliujig (3) ¥on § 17 Gleichung (4) des- 
selben abgeleitet haben, erhalten wir aus dieser durch abermalige 
Integration eine neue Funktion: 

1) f»-l+S'j^ + i + ;)' 

die in den Gitterpunkten w nur noch je von der ersten Ordnung 
unendlich groß wird. Diese Funktion kann somit angesehen werden 
als definiert darch die Gleichungen: 



diu ^ f 



wenn die Integrationskonstante so hestimmt wird, daß in der Ent- 
wicklung von f M nach Potenzen von u kein von m freies Glied vor- 
kommt. Die Anfangsglieder ihrer Reihenentwicklung nach Potenzen 
von u sind: 

Doppeltperiodisch kann diese Funktion ^u nicht sein, da sie 
im Periodenparallelogramm nur einmal unendlich groß wird. In 
der That tann man zwar ganz ebenso, wie aus der Gleichang (6) 
von § 17 die Gleichung (7) desselben abgeleitet wurde, jetzt aus 
der letzteren wieder ableiten: 

4) ^(u + 2mj)^Cu + Const.; 

aber man kann jetzt nicht wie damals schließen, daß die Konstante 
gleich Null sein muß. Denn ^v ist eine ungerade Funktion von 
m; setzt man also in der Gleichung (4) w = — tOj und benutzt die 
Bezeichnung; 

5) ^^1 = ^1, 
so erhält man Const. = 2^,, also: 

Ebenso findet man: 

7) i;(M + 2«3) = ^K -1-2^3, 
wenn ij^ durch die Gleichung: 

8) ^('h = % 
definiert wu'd. 
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Durcli wiederholte Benutzung der Gleichungen (7) und (8) 
findet man: 

9) £■((/ + 2 Aj«i + 2k^cOg] = ^u + 2h^ni + 2li^ri^; 
insbesondere fiir h^= h.^^ — 1 : 

10) J(«+2'.',) = f« + 2,„ 
wenn ri^ durch die zu § 12 (1) analoge Gleichung: 

11) ''h + ';a + '^3 = 

definiert wird. Substituiert man w = — w^ in (10), so folgt noch: 

12) £«, = fla' 

Die durch die Gleichungen (5) und (8) eingeführten Größen 
ijj, ri^ sind Funktionen Yon (Oj, (o^; es geht ans unseren bisherigen 
Entwicklungen zunächst nur soviel über sie hervor, daß sie nicht 
beide für ein und dasselbe Wertepaar cd^, Mj verschwinden koHnen, 
da sonst die dazu gehörige Funktion ^u doppeltperiodisch wäre, Wir 
erhalten aber eine wichtige zwischen ihnen bestehende Relation, 
wenn wir den Satz von der Summe der Residuen (I, § 45, III) auf 
die Funktion ^u und das Perioden parallelogramm anwenden. Da 
nämlich gw in diesem nur einen Pol und in ihm das Residuum + 1 
hat (wie die Darstellung (1) zeigt), so folgt: 

VA) 2711 = f^udu + fCudu+ fCudu + fiudu. 

<l B+2w, a-2(ü! n+'atu; 

Nun ist (vgl. die Ahleitung des Satzes § 14, V): 

« + 2 a-5 o a 

«-3tu, + 2 Ol, a+2ia, 

(nach Gleichung (7)); also die Summe des ersten und dritten Inte- 
grals auf der rechten Seite der Gleichung (13): 



= -J2,uju-. 



Ebenso ist die Summe des zweiten und vierten Integrals = + 4 j;^ a 
man erhalt also den Satz: 
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I. Die durch die Gleichungen (5) und (8) definiei-ten FunJitiotien 
Vi! % ""'' **'ii ^s Äi'nt^ mckt voneinander unabhängig, sondern es be- 
steht zwischen ihnen die „LmxirDsESche^ Belation": 

14} r^^m^-i/gw^^-^-- 

Das Vorzeichen von i in dieser Eolatioii ist wesentlich durch 
die in § 14, II getroffene Festsetzung betr, die Lage von a^ zu Wj 
bedingt; würde man diese Festsetzung abändern, so würde man auch 
in der LEGENDHEschen Relation das Vorzeichen ändern müssen. 

Führt man die Größen w^, % in die LEGEKOKEsclie Relation 
ein, so erhält man verschiedene gleichbedeutende Formeln, die man 
in die eine Aussage zusammenfassen kann: 

IT. Es ist: 

15) r/^aj, — yym^ = ^ oder =— ^, 

je nachdem (a, ß, y) eine gerade oder eine ungerade Permutation der 
drei Indices (1, 2, 3) ist. 

Eine andere Darstellung der Funktion ^ erhalten wir durch 
Integration der Gleichung (9) von § 17 in Bezug auf n zwischen 
den Grenzen und u, nämlich: 



16) a« + '')-S'' + «;»'= 2 j^rri^ 



[» " ^oy , 



Was die Homogeneltat (% 17, IV} der in 
eingeführten Großen angeht, so ist ^u eine homogene Funktion des 
Grades — 1 von u, Wj, «3; j/^ and jjg sind ebensolche Funktionen 
von ft», und w, allein. 



§ 20. Die Funktion tw. 

Aus den Eigenschaften der Funktion ^u folgt (I, § 65), 1 
sie die logarithmiache Ableitung einer ganzt 
Funktion au ist Wir sagen: 

I. Definieren leir eine Funktion tu durch die Gleichung: 

» ^^^ --:':-£» 

und die iXebenbedingung : 

2) »'(»)= 1, 

' Bei Legendke selbst erdcheint sie in etwas aoderer Form, 
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so können wir sie für alle endlichen Werte von u darstellen durch das 
unendliche Produkt: 

In diesem Produkte dürfen ebensowenig wie in den unendlichen 
Reiben der letzten Paragraphen die in einer Klammer vereinigten 
Bestandteile auseinandergeriasen werden. 

n. Als ganze transscendente Funktion läßt sich diese Furiktion ffu 
in eine in der ganzen Ebene konvergente Reihe entwickeln. 

Die Koeffizienten dieser Eeibe sind ganze Funktionen von g.^ 
und ^3 mit rationalen Zahlenkoeffizienten, Man erhält sie aus § 1 9, 3 ; 
zunächst durch Integration: 

4) log»» = log« - ^ft »' - -sio-i'.''' + ■ • ■ 

und daraus: 

Beide Darstellungen (3) und (7) zeigen übrigens: 

m. (7 u ist eine ungerade Funktion von u. 

Das Verhalten von »r u bei Vermehrung des Arguments um eine 
Periode leiten wir aus § 19, 4 durch Integration ab. Bezeichnen 
wir mit C eine Integrationskonstante, so erhalten wir zunächst; 

Um die Konstante zu bestimmen, setzen wir ?( = ■- «^ und be- 
rücksichtigen Satz III; wir erbalten: 

Da ro^ keine Periode ist (vgl. § 17), ist ffoi^ sicher ^=0; also 
muß C— ^s^ijiwi gein. Die gesuchte Gleichung lautet folglich: 

Ebenso wird erhalten: 
7) ff{u + 2(0g)=^-e^i^<-'' + ''^Uu. 

Aus diesen beiden Formeln läßt sich nun das Verhalten von u 
bei Vermehrung des Arguments um eine beliebige Periode ableiten. 
Man erhält zunächst, wenn man in der Gleichung (6) u durch 
u + 2oJ^ ersetzt: 



,T{,H 



y Google 



§ 20: Die Funktion t 



wie mau durch den Schluß von Aj auf \-\-\ bestätigt. Ebenso 
erhält man: 

Setzt man in Gleichung (9) m + 2 h^ Wj für u und wendet dann 
Gleichung (8) an, so erhält man: 

Verfährt man aber umgekehrt, so erhält man für dieselbe Größe 
den Wert: 

Beide Werte müssen aber doch übereinstimmen (und zwar für 
jedes Paar ganzer Zahlen hy, h^\ also folgt; Die Differenz der Ex- 
ponenten, nämlich j?^ Wg — j;, w^j , muß jedenfalls ein ganzzahliges 
Vielfaches von 2 ti i sein, wenn es überhaupt eine eindeutige Funktion 
von w geben soll, die die beiden Eigenschaften ((5) und (7) gleich- 
zeitig besitzt. Mehr können wir auf diesem Wege allein nicht 
schließen; aber da wir bereits in § 19, Gleichung (14) gefunden 
haben, daß dieses Vielfache gerade = 2 7ii ist, ao können wir die 
gefundene Formel schreiben: 

10) ff(M + 2Aitdi+2^w3) = (-l)'""»i-"' + *>e(3''^'!i + 3*=';=H"+'i,",+''=-,)ff„. 
Setzen wir zur Abkürzung: 

1 1) Aj öj^ -[- Ag (»3 = ft), Aj i\-^ + A, i?g = j;, 
so können wir auch sagen: 

IV. Allgemein ist: 

12) ff(M+2«)= +^S'/(" + ")ffK; 

und zwar gilt das Zeichen — , wenn a nur eine halbe, + , wenn ea 
zugleich eine ganze Periode ist. 
Insbesondere ist: 

13) <7{M + 2«,)= -,2,,(„ + „,)„,,. 

Eine Darstellung von ij7m, die später von Wichtigkeit wird, er- 
halten wir durch Integration aus § 19, Gleichung (16), nämlich: 

14) iü!^..-c.*,...,. = nl(i-db).-"--"'"<^^"-'4- 
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Aus dieser Darstellung läßt sich die Gleichung (10) durch 
direkte Rechnung ableiten, indem man in ihr v = 2w setzt. Aller- 
dings erscheinen dabei ihre beiden Seiten zunächst in unbestimmter 
Form; aber der Grenzübergang läßt sich ausführen. Es bleiben 
nämlich für lim v = 2a) alle Faktoren des unendlichen Produkts bis 
auf einen endlich und das Produkt selbst gleichmäßig konvergent; 
und zwar ist sein Grenzwert gerade gleich demjenigen Produkt, 
durch das in Gleichung (1) (tm/m ausgedrückt war. Es bleibt dann 
noch der Grenzwert: 

ZU bestimmen, was durch Reihenentwicklung geschieht. Setzen wir 
znr Abkürzung « — 2 w = Uj und benutzen die Abkürzung (Uj") in 
demselben Sinne wie § 18, so haben wir: 



„V. 


^v,^'{2c 


») + M', 






(l + Jj««. 


^■M(r'(2ft 


■) + K), 






C'-I- 


ff' (2, 


,) + .,,/'(2. 


■>) + W) 


r 


■ v,.^l_2 


.) + lV.-' 


(">•) + «> 


vt 


. 


41' + 


„ ""(2») , 
1 i/(2w) "^ 


K")l!i + ? 






, a"l2. 


i+W, 








■ ^ ff'(2w: 




-ip'+J 


V-('. 


')■ 






Setzen 


wir das 


alle» ein, 


so erhalten 


wir als 


Grenzwert: 




«»■(2. 


,^)eT «'(Stu)"^ 




also die Gleichung: 









den gesuchten 



15) <r(« + 2m)_»'(2<u).«'"'0"> , 

die, was die Abliängigkeit von h betrifft, mit (i2) übereinitommt. 
Vergfeicliung der Koeffizienten giebt die Eezieliungen : 

16) a'{S«,)=+e'v, 
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§ 21. Darstellung von tm durch ein einfach unendliches Produict. 

In dem imendliclien Prodnkt (1) des yorigen Paragraphen durch- 
laufen die Buchstahen h^, Ag unabhängig voneinander alle gaiin- 
zahligen Werte; man kann es deshalb als ein „zweifach unendliches 
Produkt" bezeichnen. Faßt man alle diejenigen Paktoren, in welchen 
Ag einen und denselben Wert hat, zu einem einzigen Faktor zu- 
sammen, so hat man dann noch alle diese Faktoren zu einem „ein- 
fach unendlichen Produkt" zu vereinigen. Um das bequem aus- 
zuführen, führen wir zunächst die auch später noch häufig zu be- 
nutzenden Bezeichnungen ein: 

2«, ~ "' fl), ~ ^' 

dann können wir das zweifach unendliche Produkt, von dem wii" 
ausgehen, folgendermaßen achreiben: 

2) <r(2„,«)_2o,.n'{(l-^)«-**'j. 

(Kl = .« + »r, «, » - 0, + 1, + 2 . . . in inf.) 
oder auch: 

3) ^(2»,,)_jn;y.,(„), 

indem wir setzen: 



4) <f,(.)_2»,.n'{(i-y)«»**''j 

und für V ^Q: 

In jedem dieser Teilprodulite können wir die letzten Faktoren 
der einzelnen Glieder für sich vereinigen, da die Summen: 

«) S'i-C 

und: 

jede für sich unbedingt konvergieren (I, § 52, 1, 17). Die Werte 
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der übrig bleibenden Produkte köiiuen wir aus I, § 65, (9) und (10) 
entnehmen; wir erhalten so: 

8) (p^(v)^^e e sinejT, 

und flir * 4= 0; 

Wenn wir dann das Produkt aller dieser Faktoren bilden 
wollen, so können wir wieder die mit v^ multiplizierten G-lieder in 
den Exponenten für sich vereinigen. Denn: zufolge der Voraus- 
setzung § 14, IV, an der wir immer festhalten, ist 
10) b>0, 



11) 

gesetzt wird. 


Da dann 


zn -6 


t + 




sin * r JT 


- y(«'" 


-. 


ist (Tgl. I, § 


40, 9), so 


ist nacli I, 


8 


12) 


\smvz7i\ 


>l(.l-' 


- 



und da die Reihe 2'""^ unbedingt konvergiert, so folgt, daß das 
Gleiche von der Reibe ^'^in^^jr^r gut. Setzen wir also zur vor- 
läufigen Abkürzung: 



14) «(2»,») -^.•■•si..»n'{'ü^;-f^«— "-}• 

Damit haben wir für die gesuchte Darstellung der Sigmafunktion 
durch ein einfach unendliches Produkt eine erste Gestalt gefunden. 
Eine bequemere Gestalt erbalten wir, wenn wir je zwei Faktoren 
zusammennehmen, in denen v entgegengesetzt gleiche Werte hat; 
die Exponentialfaktoren heben sich dann weg, die trigonometrischen 
lassen sich vermöge der Gleichung: 

sin {vr + w) Ji . sin [* r — ü) 71 — |-{cos 2 w w — cos 'ivrn] 
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umformen, «ad wir erhalten: 

16) ■> (2 «■, ») - ^ « • - -m - - 1^ j 1 - ,'X' ,'„ } ■ 

Eine dritte Form erhalten wir, wenn wir die trigonometrischen 
Funktionen durch Exponentialfunktionen erseti;en. Führen wir zu 
diesem Zwecke die auch .später noch Öfter zu benutzenden Be- 
zeichnungen ein: 

so haben wir zu setzen: 

17} sinwM^ — —. ' 

18) ^mvT^^ 2,' ^ ' -Jhr- ' 

iq, -/ , Ä''«-i — A-''s;_.l— A^i'^-S 

20) ain();T + «JTT -r = '^"^— iTT^ 



Damit geht die Gleichung (14) zunächst über in: 

21) ^(2«,.) = ^-|i."'-^-r-p\n 






Hier kann man das unendliche Produkt in drei Teilprodukte 
spalten. Denn aus der Ungleichung (10) folgt: 

22) |A|<1; 

man kann deshalb för jeden endlichen und von Null verschiedenen 
"Wert von z eine Zahl N von der Beschaffenheit angehen, daß 
jA^''2^| kleiner ist als ein von v unabhängiger echter Bruch m, 
sobald .v> N ist. Für alle solchen * läßt sich nach I, § 56, VI 
der Hauptwert von log(l — h'^'' z^) in eine Reihe entwickeln, aus der 
hervorgeht, daß sein absoluter Betrag: 

ist. Da nun die Summe 2 [ ^^^ ^^ ! wegen (22) unbedingt konvergiert, 

so folgt, daß das Gleiche auch gilt für die Summe "^ Iog(l — ^^''g^) 

und folglich auch für das Produkt JI (1 — h"^* z% Infolgt 
kann man die Gleichung (21) auch schreiben; 



y Google 



EUiptisehe Funidionen. 



23) (T (2o),«) = - ■'- e""' — — 

Auch aus dieser GleichuDg können wir ablesen, was aus u wird, 
wenn wir das Argument um eine Periode vermehren. Ersetzen wir 
nämlich u durch w + 2wj, so haben wir v durch « + 1, z durch 
— z zu ersetzen. Damit erhalten wir: 

24) (7(2w,y + 2<yj)= - e'"~'^'' + ^'' .a{2o}jv). 

Wollen wir aber u durch m + 2 Wg ersetzen, so müssen wir « + r 
für V und Az für Ä schreiben. Damit erhalten wir zunächst: 



25) 



ff(2.^,t.+ 2(o,) 



Vergleichen wir diese }"'ormeln mit den früheren (§ 20, 6 und 7), 
so erhalten wir: 

26) a = 2 t?j öij , a r — ?r i = 2 Tjg (ö^ ; 

die erste dieser Gleichungen giebt den Ausdruck der in diesem 
Paragraphen, Gleichung 13, eingeführten Größe a durch die früher 
benutzten Größen, die zweite dann einen dritten Beweis der 
LE&BNDBBschen Relation (§ 19, 14). 

Führen wir in den Ausdruck von a (Gleichung 13) h ein, so 
erhalten wir noch: 






(A--A-')^f 



■ ein einigermaßen handlicher Ausdruck für die Größe t/j, an dem 
uns bisher noch fehlte. 
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DRITTER ABSCHNITT. 



Darstellung der elliptischeii Funktionen durch ou und^«. 

§ 22. Darstellung der elliptischen Funktionen durch (Luotienten 
von (T- Produkten. 

Jede rationale Funktion einer complexen Veränderlichen kann 
als Quotient von Produkten von Linearfaktoren dargestellt werden, 
anders aiiBgedrilckt, von Funktionen, die nur in je einem Punkte 
Null werden. Wollen wir eine analoge Faktoren Zerlegung einer 
elliptischen Funktion vornehmen, so werden wir nicht verlangen 
dürfen, daß die einzelnen Faktoren selbst elliptische Funktionen 
sein sollen; denn ea giebt keine ciliptische i"^inktion, die nur in 
einem Punkte des Periodenparallelogramms Null würde (§ 13, VI}. 
Wohl aber hat die Funktion <t (m — a) die Eigenschaft, da£ sie nur 
für u = a und in den dazu kongruenten Punkten Null wird; und 
aus solchen Faktoren läßt sich in der That jede elliptische Funktion 
zusammensetzen. Bilden wir nämlich einen Quotienten von Pro- 
dukten solcher Funktionen; 

n« (!( " «t) 

1) n>{^)-c''-^ ' 

unter C einen von u unabhängigen Faktor verstanden, so können 
wir uns zunächst auf Grund der Gleichungen (6) und (7) des § 2Ü 
ohne Mühe von der Eichtigkeit des Satzes überzeugen: 

I. Jeder solche Quotient ist eine elliptische Funktion von u, wenn 
die beiden Gleichungen bestehen: 

2) m = n, 

Andrerseits haben wir in § 15 und 16 gelernt, daß die Null- 
punkte und Pole jeder elliptischen Funktion die Gleichungen (2) und (3) 
befriedigen, wenn wir aus jedem System kongruenter Nullpunkte, 
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bezw. Pole einen geeigneten ßepräsentanten auswählen. Da wir 
femer gesehen haben, daß zwei elliptisohe Funktionen mit denselben 
Nullpunkten und denselben Polen sich nur durch einen von u un- 
abhängigen Faktor unterscheiden können, so können wir schließen; 

II. Jede elliptische Funktion läßt sich in der Form (i), mit den 
i (2) und (3), als Quotient von Sigmaproduhten darstellen. 

Man beachte, daß die Entwicklungen dieses Paragraphen nirgends 
voraussetzen, daß die «^ oder die b^ voneinander verschieden seien. 
Die Sätze I und II gelten vielmehr auch f;ur mehrfache Nullpunkte 
und mehrfache Pole; man hat nur jeden Punkt, der z. B. ein ^-facher 
Nullpunkt der Funktion werden soll, l-maX unter die a^^ aufzunehmen. 

§ 23. Ein wichtiger Spezialfall; Additionstheoreme der Funktionen 

pu und p'u. 

Wir wenden den Satz II des vorigen Paragraphen zunächst auf 
die Funktion pu — pv an, indem wir unter v eine von u unab- 
hängige Größe verstehen, von der wir vorläufig voraussetzen, daß sie 
nicht gleich einer halben Periode sei. Diese Funktion wird, als 
Funktion von u betrachtet, für m = von der 2. Ordnung unendlich 
groß, dagegen für die beiden unter der angegebenen Voraussetzung 
inkongruenten Werte u = v und u = — v NuU, und zwar nur von 
der ersten Ordnung, da dann p'v uudp'{~ v) von Null verschieden 
sind. In allen Punkten, die weder zu 0, noch zu v, noch zu — w 
kongruent sind, ist sie endlich und von verschieden. Die ge- 
nannten Pole und Nullpunkte sind unter den unendlich vielen zu 
ihnen kongruenten schon so ausgewählt, daß die G-leichung (3) des 
vorigen Paragraphen genau (nicht etwa bloß bis auf Perioden) be- 
steht. Also ist die zu untersuchende Funktion von: 

nur um einen Faktor verschieden, der von u unabhängig ist (aber 
deswegen nicht auch von v unabhängig zu sein braucht). Um ihn 
zu bestimmen, entwickeln wir beiderseits nach Potenzen von u und 
vergleichen die Koeffizienten von u-^. Wir erhalten so: 
I. die fundamentale Formel: 

I) ;,,,-p.,_-i^. 'l^-'j«"-) . 

Bei der Ableitung dieser Formel mußten wir voraussetzen, daß 
« nicht gleich einer halben Periode sei; iv'ir können uns nachträglich 
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Ton dieser Einschränkung wieder frei machen. Denn da auf beiden 
Seiten eindeutige analytische Junlitionen auch von v stehen, so 
müssen (nach 1, § 39, III) beide Seiten tibereinstimmen für alle die- 
jenigen Werte von v, für die sie Bedeutung haben. 

Aus der somit als allgemein gültig bewiesenen Formel leiten 
wir zunächst durch logarithmische Differentiation nach u, bezw. v 
die beiden folgenden her: 

2) -f ;?^^ _£(„ + ,) + £(■.-„)- 2 £., 

3) -^^i^ = C(« + »)-?(«-») -2t.. 

Aus diesen ergiebt sich durch Addition: 

II. das sogenannte Additionstheot-em der FuTiktion ^u: 

4) £(„ + „)_i;. + i;,+ .'-^'; 

und aus diesem durch abermalige Differentiation nach u: 
IIL das Additionstheorem der Funküon p u in der Form: 

Dem letzteren kann man noch verschiedene andere Formen 
geben. Führt man zunächst die Differentiation aus und benutzt die 
Gleichungen (6) und (15) von § 18, so erhält man: 

6) p[u+,)=ru+ """' - -'■'""-"•;;;,";:): "■"" " "■ " "'"- - 

und wenn man auf gleichen Nenner bringt: 

- , , ■. _ 2(pupv- igii(pti + pv) -ge -p'up' v 

') P\tt-tV)- 2(pu-p^)^ 

Vertauscht man ferner in Gleichung (6) u mit v und verbindet 
die so entstehende Gleichung mit (6), so erhält man: 

8) p(u + ,) + p,+p, = i{a^^J. 

Ersetzt man in dieser Gleichung u durch u + v und v durch 

— V, so findet man, daß ihre linke Seite auch gleich: 

, ( p'i,-u + ^)+p'v y 
^[p{u + v)-pv)j 
ist. Es muß also auch: 



■- ± 



p' {^ + v) + p'v 
p(u-vv)-pv 
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sein; Entwicklung beider Seiten nach Potenzen von u zeigt, daß das 
untere Zeichen das richtige ist. Diese Formel nimmt eine sym- 
metrische Gestalt an, wenn man ein drittes Argument w so ein- 
führt, daß: 

9) « + *> + zü = 
wird; sie lautet dann: 

10) tn-_'pv^ ^ p..~p'^ 
' pu-pv pw~pv 

oder in Determinantenform: 

! 1 pu p'u I 



II) 



r^ 



Durch Vcrtauschuug von v mit — v erhält man Formeln für 
p (w — V), die sich mit den schon erhaltenen in mannigfacher Weise 
verbinden lassen. Unter diesen Verbindungen sei erwähnt: 

12) y(. + .)-,(.-.)_-g0^=5i;,log(p«-p,); 

aus üir entspringt durch doppelte Integration in Bezug auf u und 
auf V wieder die Äusgangsformel (1). 

Das Additionstheorem der Funktion f u erhält mau am be- 
quemsten, indem man Gleichung (5) na.ch v differentiiert; man findet: 

/(„ + .)_ -1-/' s^^l^i^ 

' ^ ^ OMÖP pu — pV 



+ 



I ipv 

l ypu - vvf 2(;nj -puf\ 



Die wesentlichste Eigenschaft dieser Formeln sprechen wir aus- 
driicMich aus in dem Satze: 

IV. p(m -|- ii) und p'{u + v) drücken sich rational aus durch pu, 
pv, p'u, p'v. 

Man kann sie auch noch etwas anders fassen; man kann näm- 
lich mit Hilfe der Gleichung von § 18 und der aus ihr durch Ver- 
tauschung YOn u und v hervorgehenden p'u und p'v, bezw. pu und 
pv eliminieren, Man findet dann: 
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y. Zwischen p(u + v), pu, pv — und ebenso zwischen p' {u + v), 
p'u, p'v — besteht für beliebige Uferte von u und v eine algebraische 
Gleichung, deren Koeffizienten von u und ^.,unal)hängig sind. 

Von einer Funktion, die dieae Eigenschaft hat, sagt man, sie 
besitze ein algebraisches Additionstheorem.^ 

"Wir schließen noch die Darstellung von p'u als Quotient von 
Sigmaprodukten an. Diese Funktion wird nach § 17 (3) für m — von 
der dritten Ordnung unendhch und nach § 18,111 in den drei Punkten 
G>j, öjj. Mg je von der ersten Ordnung Null. Diese Punkte genügen 
der Bedingung § 23, 3; es ist also: 



14) p'u-- 



j,)g(w- Ui)a{u- 



§ 24. Partialbruchzerlegung der elliptischen Funktionen. 

Nach § 13, VI ist eine elliptische Funktion bis auf eine additive 
Konstante bestimmt, wenn für jeden Pol die G-heder mit negativen 
Exponenten in der zugehörigen Reihen entwicklung der Funktion 
bekannt sind. Wir wissen bereits aus § 14, V, daß dieae Glieder 
der einen Einschränkung unterliegen, daß die Summe der Residuen 
gleich Null sein muß; ob sie noch andere Bedingungen unterworfen 
sind, blieb damals dahingestellt. Wir wollen jetzt versuchen, eine 
elUptische Funktion zu bilden, für die jene Glieder in Überein- 
stimmung mit jener Bedingung, im übrigen aber ganz willkürlich 
vorgeschrieben sind. 

Wir nehmen den einfachsten Fall voraus, daß die vorgeschrie- 
benen Pole a^ (Ä = 1, 2 . . , w) alle einfach sind. Die Residuen in 
ihnen, A^^, müssen der Bedingung genügen: 
1) ^1 + ^2+ .,. +^„ = 0. 

Eine Funktion, die dieae vorgeschriebenen Pole und Residuen 



Die einzelnen Terme dieser Funktion sind freilich keine eUip- 
tischen Funktionen; vielmehr tritt zu jedem von ihnen nach § 19 (9) 
eine Konstante 2 1? . A^, wenn mau das Argument u um eine Periode 
2 m vermehrt Aber die Summe dieser Konstanten ist Null, eben 



' Man beaeht«, daß Gleichuug {i) kein algebraisches Additionatiieorem 
irstellt, da Ewisehen pu und itt keine algebraische Grleichung besteht. 
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wegen der vorausgesetzten Relation (1). AJao ist ^p{u) in der That 
eine elüptische Funktion mit den verlangten Eigenschaften, 

Gfehen wir nunmehr zum allgemeinsten Fall über; nehmen wir 
an, für jeden Pol a„ sei die Ordnungszahl ä» gegeben und das 
Aggregat der Glieder mit negativen Exponenten in der zugehörigen 
Reihenentwicklung der zu bildenden Funktion, etwa in der Form; 

Auch hier müssen die Residuen Jyi natürlich der Bedingung 
genügen ; 
4) ^jj +^21 + ■ ■ ■ + ^„1 = ö. 

Dann können wir uns zunächst aus ^it und seinen Ableitungen 
eine Funktion bilden, die für u — a^ einen Pol der vorgeschriebenen 
Art hat und sonst im ganzen Periodenparallelogramm regulär ist, 
nämlich: 

C{u - .,) + A,,p{„. - «.) - ^j5y-(„ ^ ^) + ^p ■(„ _ a.) 
- + --... +(-l)'"-ljj^y('--2) («-«.). 

Diese Funktion selbst ist nicht doppeltperiodisch; bilden wir 
aber die Summe der so für die einzelnen Pole aufzustellenden 
Funktionen von v = 1 bis v = n, so erhalten wir in der That eine 
elliptische Fimktion, eben wegen der Relation (4). Jede andere 
elliptische Funktion der verlangten Art kann sich von der so ge- 
bildeten nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Somit 
haben wir den Satz gewonnen; 

I. Jede elliptische Funktion, die an vorgeschriebenen Stellen in vor- 
geschriebener Weise unendlich werden soll, läßt sich in der Form 



5) 



I +_ + ...+(_l)&-l_LJ_p(fc-!)(„_„,); 

und jeder solche Ausdruck stellt eine elliptische Funktion der ver- 
langten Art dar} 
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Die Formel (6) ist ein Analogon zur Zerlegung einer rationalen 
Funktion in Parti albrüche ; wir werden aus ihr mannigfache Kon- 
seqaenzen ziehen. Zunächst ermöglicht sie wie jene Zerlegungs- 
formel die Integration; man findet: 

ff{u)du = Cn + 6\ Jr ^^ { Ä^, log ff {« - «„) - A,2 a« - -^v) 



II. Das Integral einer beliebigen elliptischen Funktion setzt sich 
aus folffenden Bestandteilen zusammen: 

1. einer elliptischen Funktion; 

2. einer linearen ßunktion; 

3. einer Summe von ^-Funktionen; 

4. einer Summe von Logarithmen von Sifftnafunhtionen. 
{Wenn man wiU, kann man die Anzahl der £;-Funktioneu auf 

1 reduzieren, da die Differenz ^(i* — a) — ^u nach § 23, Gleichung (4) 
eine elliptische Funlrtion von u ist.) 

Andrerseits liefert Formel (6) auch noch einen für die Theorie 
der elliptischen Funktionen seihst fundamentalen Satz. Die in ihr 
vorkommenden höheren Ableitungen von p{u~ay) lassen sich nach 
§ 18, IV" rational durch p{u — a^) und p'[u — «,.} ausdrücken, diese 
wieder nach § 23, IV rational durch pu und p'u (und die Kon- 
stanten pOy, p'a^). Auch ^(u — üy) drückt sich, wie eben schon 
benutzt wurde, rational aus durch ^w, pu, p'u imd Konstante. 
Wesentlich ist nun, daß dabei aus der Summe (6) vermöge der 
Relation (4) ^ii herausfällt, sodaß man den Satz erhält: 

HI. J'ede elliptische Funktio?i läßt sich durch die zu demselben 
Periodenparallelogramm gehörenden Funktionen p m, p' u rational aus- 
drücken. 

Durch analoge Umformiingen wie in § 4, Gleichungen (4) bis (B) 
können wir jede rationale Funktion von pu und p'u auf die Form 
bringen: 
8) f{u) = J + Ilp'u, 

in der A, B rationale Funktionen von p u allein bedeuten. Ist dann 
f{u)==f{- u), so folgt, daß B = sein muß; ist aber /"(m)- -f{-u), 
so folgt ^ = 0. Wir können also Satz III durch folgenden Zusatz 
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Funktionen durch uu und pu. 



IV. tTede gerade elliptische Funktion ist eine rationale Funktion 
■der zu demselben Teriodenparallelogramm gehörenden Funktion p u, 
jede ungerade elliptische Funktion das Produkt einer solchen Funktion 
in p'u. 

Aus Satz in ergeben sich noch weitere Folgerungen. Hat man 
zwei zu demselben Periodenparallelogramm gehörende elliptische 
Funlftionen, so kann man aus ihren Ausdrücken durch pu und p'u 
und aas der zwischen pu und p'u bestehenden Gleichung pu und 
p'u eliminieren. Daraus folgt: 

V. Zwischen irgend zwei elliptischen Funktionen desselben Perioden- 
parallelogramms besteht eine algebraische Gleichung mit von u unab- 
hängigen Koeffizienten. 

Ein spezieller Fall dieses Satzes ergiebt sich, wenn man be- 
achtet, daß die Ableitung einer elliptischen Funktion selbst eine 
solche Funktion ist; nämlichr 

VI. Jede elliptische Funktion genügt einer algebraischen Bifferential- 
gleichuTig erster Ordnung höheren Grades m der die unabhängige Ver- 
änderliche explicite nicht vorkommt mit andern Worten, sie ist die 
Umkehrungsfunktion des Integral« einer algebraischen Funktion. 

Eliminiert man endlich ans den Gleichungen, die f{u + v), 
f(u), f{v), bezw. mit p{u + v) pu pi verbinden, und aus dem 
Additionstheorem der Funktion pw {§ 23, V) die drei zuletzt ge- 
nannten Größen, so findet man: 

TU. Jede elliptische Funktion besitzt ein algebraisches Additions- 



§ 25. Das Additionstheorem der Sigmafunktion. 

Die Funktion au besitzt kein algebraisches Ädditionstheorem 
in dem § 23, V definierten Sinne. Doch besteht zwischen Sigma- 
fonktion linear verknüpfter Argumente eine allgemeine Relation, die 
eine große Anzahl interessanter Spezialfälle in sich schließt und die 
man im weiteren Sinne als Additionstheorem der Sigmafunktion 
bezeichnen kann. Man kann sie auf verschiedene Arten ableiten; 
z. B. indem man in der algebraischen Identität: 



' "Weiebstrass hat in seinen Vovlesuagen ftnch die Umkebiung die'ies 
Satzes bewiesen: daß »ämlich alle Funktionen einei Vanabelu mit algebiai- ehern 
Ädditionstheorem algebraiBche Fonktionen von elhptischen Funktionen odpr 
Anaartungen von solchen (ygl. den IX Abschnitt) sind 
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§ 25. Das Addiüonstheorem dße SigmafmMon. 6T 

die Substitutionen: 

x^pu, y=pu^, z==-pu.^: t = pu^ 
vornimmt und dann die Fundamentalformel § 23, 1 anwendet. Man 
erhält so: 

I »(« + «,)»(« - »,)«(«. + «aJ^K - ".) 

1) +o(i< + .,)<r(«-«,)o(i<, + »,)»(«, -«,) 

I + » (o + »,) o (» - «,) c (., + u,) „ (., - «J - 0. 

Eine noch symmetrischere Gestalt nimmt diese Formel durch 
Einführung neuer Variahler an. Setzt man nämlich: 

M + Mj = öl, W - «1 = - C,, W, + W3 = - rf^, Mg - w, = ö^, 
M + Wg = Ä,, M - 7Y, = - C3, M3 + M, = - rf,, Mg - Mj - a^, 

M -j- W3 = Äg, a — Mg = — Cg, M^ 4" J^a = " <^3 J ''j ^ "g ^ "^ ? 

so kann man jedes der drei Systeme von je vier Größen a, b, c, d 
als ein System unabhängiger Veränderlicher ansehen und die Größen 
der beiden andern Systeme durch sie ausdrücken. Man erhält so 
die Gl eichnngssy Sterne: 

[ 2 «3 = - fl^ - 5, - c^ - ^j 2 ßg = - a^ -[- öj + Cj -f 6^ 

2 *3 = üj + i, - ^1 - (^j 2 ig = - «1 + öj - c^ - rfj 

2 Cg ^ ßj - öj + c - £/i 2 c^ = - a - i^ + c^ — rfj 

i 2 rfg = a, - fij - Tj + £^j 2 /, = - ij - Äj - Cj + <^ , 

sowie zwei andere, die aus ihnen diri,h cjkliscle Vertauschung der 
Indioes 1, 2, 3 hervorgehen^ Man kann demi -ich das „Additions- 
theorem der Sigmafunkhon folgendermaßen ausspiechenr 

Wenn zwischen drei Sytene lor je iiei (rioßen die Relationen 
(3) bestehen, so ist stet^ 
4} ff Oj (7 §j ff c^ 0- rfj + ff üj T §3 T 2 •- rfg + 1- öij r Äj r Cg ff (^ ^ . 

Man beachte noch, daß man in diesen Formeln nicht nur 
die Indices 1, 2, 3 oyklisch vertauschen kann, sondern auch die 
Buchstaben mit gleichem Index, wenn man nur gleichzeitig auch die 
Buchstaben mit andern Indices in gewisser Weise unter sich ver- 

' Deutet man a, b, c, d als Tetraeilerkoordiiiat«ii eines Punktes im Eaume, 
BO stellen die Gleichungen Oi = 0, . . (^ = 3-4 Ebenen vor, die drei Tetraeder 
bilden. Best«hon dann die Gleicbungen (9), so sagt man, „die drei Teti'aeder 
befinden sich in desmischer Lage". 



3) 
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tauscht und gewisse Vorzeichen ändert. Will man z. B. «^ mit b 
vertauschen, so hat man die zwölf Argumente zu ersetzen durch: 



§ 26. Hilfssätze. 

Ist eine beHebige Anzahl untereinander zu m = inkongruenter 
Punkte u^, u^ . . . u^ gegeben, so erhält man eine elliptische Funktion 
der Variahein n„, die sie alle zu Nullpunkten hat, wenn man die 
Determinante bildet; 



^[u„ 



1 pu^ pi 



1 pu^ p'i 



.pC- 



1 p^. p'^« — ;'*''^""„ I 

Diese Funktion ist im fundamentalen Periodenparallelogramm 
überall regulär, außer in w = 0, wo sie einen Pol der Ordnung n + 1 
hat; folglich hat sie nach § 16, 3 außer den zu ihrer Definition 
dienenden n Nullpunkten noch einen (n + 1}*^° in: 
-{u^-\-u^+ ... + wj. 

Sie läßt sich daher nach § 22, II folgendermaßen durch einen 
Quotienten von ff-Produkten aasdrücken; 

Der Faktor c^ hängt nicht mehr von m,, ab, wohl aber noch 
von M,, Mj . . ., M„; um ihn zu bestimmen, entwickeln wir beiderseits 



i von u und vergleichen die Koeffizienten der Anfangs- 
glieder. So finden wir: 



4) (p{uj 



■n\^{u^, M, ...KJ = c„ö■M,<7 
.ndrerseits besteht aber auch. 



ebenso wie (2), die Gleichung: 
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§ 36. Süfssälxe. 



wo c,j_^ aach von u^ nicht mehr abhängt, sondern nur mehr von u^, 
Mg . . . u^. Es folgt also; 

Fahren wir so fort, so können wir c^ schließlich dnroh c^ aus- 
drttcken, das nur noch eine Funktion von m„ sein kann. Wir er- 
halten : 

und Gleichung (1) von § 23 zeigt, daß: 



gesetzt werden muß. Somit gilt die Gleichung: 

'^) ](_i\«2!3!4! nl "*"" + ^i + ^ + ■ ■ ■ +O II'' (ita - '^ß) ^ 

[ , (cTMo^M, uu, . . . tr«„)" + ^ 

das Produkt erstreckt über alle Paare von Zahlen «, ß aus der 
Eeihe 0, 1, 2 ... w, für die «> /9 ist, 

Die Ableitung dieser Formel setzte imphcite voraus, daß keine 
der Summen m^ + «^ + ■ ■ ■ +«„,% + «3 +•■■+«„■■ -j m„„i + w^ 
der Null kongruent sei; die Formel selbst gilt aber nach I, § 39, m, 
solange ihre beiden Seiten reguläre Fimktionen der Argumente sind, 
d. b. solange nur keines der u selbst ^0 ist. 

Einen interessanten speziellen Fall der Gleichung (7) erhält 
man, wenn man in ihr 



setzt. Dabei werden allerdings zunächst beide Seiten identisch Null; 
aber man erhält von Null verschiedene Grenzwerte, wenn man erst 
beiderseits mit II{Ua — Uß) dividiert und dann den durch (8) ge- 
forderten Grenzübergang vollzieht Die Determinante (1) kann 
nämlich auch so geschrieben werden, daß man die dritte Zeile er- 
setzt durch; 

0, pü^ — pu-^, p'u^—p'^li ■ ■ . jO *" ~ ^' Mg — p (" ^ 1) Wj . 

Dividiert man dann durch [u^ — u^) und setzt hierauf u^ = u^ —v, 
so wird diese Zeile: 

0, p'v, p" V . . .pW«. 
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Dann kann man die vierte Zeile ersetzen durch: 
0, pu3~pv-{u^-- v)p' V, p'u^~p'v~~ (mj - v)p" V . . . 

und wenn man mit ^{u^ — v)^ dividiert und dann auch u^ = v setzt, 
so wird diese vierte Zeile: 

0, p" V, p'" V . . . 
So fortfehrend erhält man schließlich hnks: 



. in ^ 1)! 



pu 



.;)('■ -Dm 






rechts dagegen, mit Eücksicht auf § 20, 2: 

(-,l)-2! 3! . . . «! J!<'?ifi'^fc-;^, 

Wenn man also noch links die Determinante etwas vereinfacht, 
erhält man: 

p'v p"v .... pWti 

p"v p'" V .... pf^ + ^r 



9) 



«W« 



j,(2«-3)„ 



und wenn maii Ider noch 
und die Koeffizienten von m~' 

Wv p'v . . . pW« 

10) P"" /"" •■■P"' + ^''' 



nach 
vergleicht : 



von w entvri ekelt, 



= {-l)"-i(2!3!. ..(«-!)!) "^^ 



§ 27. Die Multiplikation des Arguments der elliptisclien Funktionen. 

In den in § 23 mitgeteilten Formen des Ädditionstheorema der 
Funktion pw kann man nicht ohne weiteres v = u setzen, indem 
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man da lurch mbestmunte Ausdrücke der Form 0/0 erhalten würde. 
Man konnte liese Unbestimmtheit (analog wie in § 4) dadurch be- 
seitigen daß man eist im Zähler und Nenner mit demjenigen Wert 
multiphzieit m den der Zähler durch Vertauschung von u mit — u 
übeigeht dann (; u) und {j>'v)^ dnrch ihre Ausdrücke in p u, bezw. 
pv ersetzt und schließlich, was durch diese Umformung möglich 
gewoiden i^^t Zihler und Nenner durch {pu — pv)^ dividiert. Ein- 
fachei ist es den wahren Wert" der unbestimmten Ausdrücke nach 
den Btgehi der Diüeientialrechnung zu bestimmen;^ die dabei auf- 
tretenden hoheien Ableitungen von pu können nach § 18, IV durch 
p i m \ pn eihetzt werden. Man findet so: 



1) p{2u) 






also gleich einer rationalen Funktion vierten Grades von pu. Auf 
demselben Wege, oder durch Differentiation der bereits abgeleiteten 
Gfleichung (1), erhält man p'{2u) auagedrüclrt durch das Produkt aus 
p'u in eine rationale Funktion 6. Grades von pu. 

Setzt man in den Additionstheoremen v — 2u und benutzt die 
bereits abgeleiteten Ausdrücke von p{2u) und p'{2u), so erhält man 
analoge Ausdrücke für p (3 w) und p {3 u). So könnte man fortfehren ; 
indessen erlangt man auf diesem Wege keinen EinbKck in das all- 
gemeine Bildungsgesetz der auftretenden rationalen Funktionen. 

Zu einem solchen Einblick gelangt man dagegen durch folgende 
Überlegungen. Wir betrachten p (mm) als Funktion von w. Aus den 
Periodicitätseigenschaften von p u folgt, daß auch p {n u) ungeändert 
bleibt, wenn man u um 2AjW, -j-SAgWg vermehrt; also haben wir 
zunächst: 

I. p (w u) gehört, als Funktion von u betrachtet, zu den elliptischen 
Minktionen des Periodenparallelogramms (2 <0j , 2 cOg). 

Ferner ist p[nu) ebenso wie pu eine gerade Funktion von u. 
Also folgt aus § 24, IV: 

II. p {n u) ist gleich einer rationalen Funktion von p u. 

Zu einer exphciten Darstellung dieser rationalen Funktion ge- 
langen wir, wenn wir zunächst aus § 23, (1) die Formel ableiten: 



2) p(nu). 



<,{ nu + u)>T(^u- u) 



' Deren Anwendung unterliegt hier keinen Bedenken, da Zähler und 
Nenner in dem ku untersuchenden Punkte regulär sind. 
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Wir können dafür schreiben; 



3) p{nu)-pu = 



_ V^n+lM - J^^^lM 



wenn wir mit i/'„(m) die Funktion bezeichnen: 

«) V'.M - °ßF}' 

die in Formel (10) des vorigen Paragraphen explieite durch pu und 
seine Ableitungen dargestellt ist. Inabesondere erhält man^ für die 
niedrigsten Werte von n: 

5) %{u)^l, 

6) ,//,(«) = -/«, 



') 



= i{ I2pu(ip'u - s^pu- ,^3) - {%p^u - \g^f\ 
I =^p*u -- -Ig^p^u - '6g^pu - ^^g^^. 

Für größere Werte von n (von n = 5 an) kann man sich der 
Kekursionsformel : 

8) ''Pm + n '*Pm—ti ^^ V'm + 1 V™ — 1 ^.'''ji^ "~ ^n + 1 ^n — 1 ^m^ 

bedienen, die man erhält, wenn man aus (2), aus der entsprechenden 
Gleichung mit m statt n und aus: 

M».) - p(».) = - -■ ""•:.rJ:.':.r°" - 

die Funktionen p eliminiert. 



§ 28. Elliptische Funktionen II. Art. 

Neben den bisher allein betrachteten Funktionen treten häufig 
noch andere auf, die wir im Anschluß an Hebmite folgendermaßen 
definieren; 

' Foi-mel (6) kann auch erhalten werden, indem man m %23, 1 ii = ii + k 
setzt, beide Seiten nach Potenzen von h entwickelt nod die Koeffizienten von 
h vergleicht, udei indeni man aiw den ProduktdaistPlliingen (§ 20, S und 14) 
die Identität 

a2u = 2au "^ '" + "'' " '" + "^ "^'"^ "b) 
ableitet. 
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I. Unter einer elliptischen Funktion II. Art verstehen 
Mndlichen bis auf Pole reguläre Funktion, die zwei 
■)en ßunJtüonalgleichungen der Form: 



genügt, in denen /i^ und ji^ von u unabhängige Größen 

Die bisher allein so genannten elliptischen Funktionen nennt 
man dann speziell solche „erster Art"' 

II. Zwei elliptische Funktionen II. Art, deren Multiplikatoren über- 
einstimmen, nennen wir gMchändrig. 

Es gilt dann, wie man sofort sieht, der Satz: 

III, Her Quotient zweier gleichändrigen elliptischen Funktionen 
II. Art ist eine elliptische Funktion I. Art. 

Wir können Funktionen II. Art leicht bilden. Die Funktion: 

2) „.^^, 

in der v ein von u unabhängiges Argument bedeutet (das nur keine 
Periode sein darf), gehört nämlich in jedem Falle zu ihnen, wie 
aus den G-leichungen § 20, (6), (7) folgt; und zwar ist für sie: 

3) ' , , ' 

Sind umgekehrt ftj und ji^ beliebig vorgeschrieben, so können 
wir i> und v stets so bestimmen, daS diese Gleichungen bestehen. 
Wir erhalten nämlich aus ihnen unter Berücksichtigung der Le- 
GBNDREsohen Relation § 19, (14): 

4) pJ^^■ = i/jlogiWj - %log;Wi, 

5) f 71 1 = (•)^ logjdg — (Ö3 log |Uj ; 

den Logarithmen können dabei beliebige unter ihren unendlich vielen 
Werten (I, § 56, DI) beigelegt werden, natürlich aber in beiden 
Gleichungen dieselben. 

Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden. In dem speziellen 
Fall, daß unter den Werten dieser Logarithmen welche sind, die 
sich verhalten wie die Perioden, kann man eben diese Werte in den 
Gleichungen (4), (5) nehmen; dann erhält man u = 0. Man sieht: 



' Aucb im folgenden sollen übrigens unter „elliptischen Funktionen" ohne 
1 Zuisata stets solche „erster Art" veratandeu wei-don, wo nicht das 
Gegenteil ausdrücklieb gesagt wird. 
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rV. Mne Exponentialfunktion, deren Exponent eine lineare ganze 
Funktion qu ■\- q^ von u iit, kann für jedes Periodenparallelogramm 
angesehen werden als eine spezielle elliptische Funktion II. Art mit den 
Multiplikatoren : 
6) /tj =e^% /*3 = e^"=. 

Aus ni. folgt dann: 

V. Jede spezielle elliptische Funktion II. Art, deren Multiplikatoren 
die Werte (6) haben, ist das Produkt aus eS» in eine elliptische Funktion 
I Art. 

Es giebt also in diesem speziellen Falle zwar solche elliptische 
Funktionen II. Art, die zugleich ganze transecendente Funktionen 
sind, aber keine, die nur einen einfachen Pol im Periodenparallelo- 
gramm hätten. 

Sind aber anter den Werten der Logarithmen der fi keine 
solchen, die sich verhalten wie die Perioden, so erhält man, welche 
von diesen Werten man auch nehmen mag, aus der Gleichung (5) 
stets einen von Null verschiedenen und auch nicht zu Null kon 
gruenten Weit für v In diesem allgemeinen Falle reduziert sich 
also die Funktion (2) nicht lut eine Exponeniidltunktion ondein 
behält einen Pol bei ' =0 un 1 einen Nullpunkt bei m = i ^\ ii 
erbalten also den Satz 

VI. Zu je lern behehif vorgegebenen Multiphkatoi ensifitpm qiebt 
es zugehörige elliptische Funkttoner II 4it, eine derselben hat die 
Form (2), wenn man tn ihr v und p aus den Gleichungen (4) bestimmt 
jede andere ist da'' Produkt dieser Funktion in eine elliptische Funktion 

l Art. 

Stellt man diese letztere nach Anleitung von § 22 als einen 
Quotienten von Sigmaprodukten dar, so gewinnt man folgende 
Resultate ; 

Vn Jede elliptische Funktion IT 4rt läßt sich darstellen ah Pro- 
dukt aus einer Exponentialfunktion, dei en Exponent eine lineare Funktion 
von u ist, m einen Quottenttn von Sigmaprodukten, der gleuhviel Fak- 
toren im Zahler wie im Nennen hat 

Vni Die elliptischen Funktionen IT Art haben mit denjenigen 
I 4rt die Eigenschaft gemein, da/J sie im Periodenparallelogi amm 
ebenso oft Aull, wie unendlich weidm, sie unterscheiden sich abej von 
ihnen dadurch, daß die Differenz zwischen der Summe der Nullpunkt 
und der der Pole nicht ^= 0, sondern = o ist 

Man beachte luch, diß es im allgemeinen Falle zwar elliptisehe 
Funktionen II Alt giebt die im Peiiodenpiialleligi tmm nui einen 
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eiiifacliejiPolhaben,aberkeiiiesolch6n, die zugleich ganzeti 
Fiuiktionen waren. Denn eine solche würde, dnrcli die Funktion (2) 
dividiert, eine elliptische Funktion I. Art, mit nur einem einfachen 
Pole liefern; und eine solche kann es nach § 14, VI nicht geben. 

Ein tinterfall der elliptischen Funktionen II. Art verdient 
spezielle BerückBichtigung; daß nämhch die Multiplikatoren den ah- 
solnten Betrag 1 hahen, ihre Logarithmen also (neben anderen auch) 
rein imaginäre Werte haben. Nimmt man dann diese Werte in (4} 
und (5), so erhält man: 

7} (i = 2v^V:. + ''ii'sVs, 

8) «- 2*1 «i + 21/30)3, 

unter v^, v.^ reelle Zahlen verstanden. Die Multiphkatoren sind dann: 
aj ,"1 — * S Pa — * 

Man setzt in diesem Falle wohl die Funktion (2), unter Hinzu- 
l'ügung eines konstaut-en Faktors, 

•») =-^'. 

indem man definiert: 

Insbesondere bedient man sich dieser Bezeichnung für den Fall, 
daß j'j und v^ rationale Zahlen mit gemeinsamen Nenner sind. (Man 
läßt dann wohl auch diesen gemeinsamen Nenner in der Bezeichnung 
weg.) Die Multiplikatoren sind in diesem Falle Mnkeitswurzeln. 

§ 29. Partialbruchzerlegung der elliptischen Funktionen 11- Art. 

Wenn wir neben die im vorigen Paragraphen gelehrte Faktoren- 
zerlegung der elliptischen Funktionen II. Art eine Zerlegung in 
Partialbrüche stellen wollen, so müssen wir den „speziellen" und den 
„allgemeinen" Fall unterscheiden. Im speziellen Fall erhalten wir 
auf Grund von § 28, V die gesuchten Formeln einfach dadurch, 
daß wir in den entsprechenden Formeln von § 24 alle Glieder mit 
ee" multiplizieren. Dagegen im allgemeinen Falle haben wir eine 
elhptische Funktion II. Art mit nur einem einfachen Pole; wir 
können sie der Partialbruchzerlegung zu Grunde legen. Dazu nor- 
mieren wir sie zweckmäßigerweise so, daß ihr Eesiduum = I wird; 
wir bilden die „Mementarfunktion IL Are': 

1) f(»i') = -""^v^- 
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Ist dann irgend eine elliptische PonktioD II. Art mit denselben 
Multiplikatoren, <l>u, vorgelegt, die im Periodenparallelogramm die 
einfachen Pole: h^, b^ . . . Ä„, bezw. mit den Kesiduen S^, R^ . . . S^ 
hat, so gilt die Gleichung; 

Wenden wir diese Formel x. B. auf die Funktion: 



an, für die v = u, 



a, ) CT [m, + Ml) ^ ^ g(Wi + -"3)<y{'^ - 
Kl + Mj) ' ^ a (m, + «a) 



ist, so erbalten wir wieder die Gleichung (1) von § 25. 

Will man auch elliptische Funktionen II. Art mit mehrfachen 
Polen in Partialbrilche zerlegen, so muß man neben der Funktion 
<p{u; v) ihre Ableitungen einfuhren, ebenso wie das in § 24 mit 
den Ableitungen der Funktion tw geschehen ist^ 



Elliptische Fanktioaeii zweiter Stufe. 

§ 30. Sigmafunktionen mit Index. 

V\ ir haben his jetzt nur solche elliptische Funktionen betrachtet, 
die von den beiden Fundamentalperioden in ganz gleicher Weise 
abhängen, aodaß keine derselben vor der andern bevorzugt war. 
Auch haben wir nur Beziehungen zwischen solchen elliptischen 
Funktionen aufgestellt, die zu demselben Periodenparallelogramm 
gehören. Nach den beiden so bezeichneten Richtungen hin müssen 
wir nun unsere Untersuchungen ausdehnen. Die dabei sich dar- 
bietenden prinzipiehen Fragen wollen wir aber erst im XII. Abschnitt 
angreifen; hier wollen wir uns zunächst auf einem gewissermaßen 
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empirischen Wege zu einer Gruppe von Fnnktionen führen lassen, 
die man mit einem später noch genauer zu erläuternden Terminus 
als elliptische Funktionen zweiter Stufe bezeichnet. 

Wir untersuchen zunächst diejenigen unter den bereits in § 28 
eingeführten Funktionen ax, «(«) näher, deren Indices ganazahlige 
Vielfache von -^ sind. Es giebt deren drei verschiedene; dividiert 
man sie durch ihre Nullwerte, d. h. durch diejenigen Werte, die sie 
fwr M = annehmen, so erhält man die von Weieestrass mit 
«7„(M)(ß = 1, 2, 3) bezeichneten Funktionen, nämlich: 



1) 



3) 



"'!,. 


o(«) 


e '''"fftM + öl,) 


'•!,. 


ol») 


"«^i 


•r^. 




6-'"'V(M+ «5) 


i^, 


c7Ws 


"0, 


.,,(■•) 


,-'-,(«+0,) 



'7{U~'^,) 



'/,(") 



(Die Identität der beiden je für dieselbe Sigmafunktion ge- 
gebenen Werte folgt aus § 20, (6), (7), (13).) 

Wie aus dieser ihrer Definition hervorgeht, sind diese Funk- 
tionen ebenso wie ff u ganze transscendente Funktionen des Argumenta 
w, und zwar gerade Funktionen desselben, da uu eine ungerade 
Funktion ist. Für w = ist: 

4) ^,(0)^ff,(0)^cr3(0)=l. 

Multipliziert man je die beiden verschiedenen Formen derselben 
Sigmafunktion miteinander und berücksichtigt Gleichung (I) von 
§ 23, so findet man: 

5) "^f^- =. - -tl^^l^t^^ ^ pu - e, (« = 1, 2, 3). 
Diese Formel zeigt, daß die Gesamtheit der Werte von 



]/p M — e„ nicht eine zweiwertige analytische Funktion von u vor- 
stellt, sondern in zwei eindeutige analytische Funktionen zerfällt, 
von denen die eine = (TaUJfju, die andere = — ffaujau ist. (Vgl. 

I, § ™-) 

Andrerseits erhalten wir aus Gleichung (14} von % 23 mit Rück- 
sicht auf Gleichung (U) von § 19: 
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Man kann diese E'omiel aach ableiten, indem man die drei Glei- 
chungea (5) mit der Gleichung (6) des § 18 verbindet und das dabei 
unbestimmt bleibende Vorzeichen durch Vergleichung der Glieder 
mit M-3 in den Entwicklungen beider Seiten nach Potenzen von u 
bestimmt. 

Von weiteren Eigenschaften dieser „Nebensigma", wie man sie 
wohl nennt, ist vor allem wichtig ihr Verhalten gegenüber Vermehrung 
des Arguments um eine ganze Periode. Man erhält, indem man zuerst 
die zweite, dann die erste Form der Definition benutzt: 

1 = _g3^„(« + «,„)^^„.((,= 1,2,3). 

Für ei ^ ß erhält man dagegen zunächst: 

(f^{u + Z mß) -= äZ"^ 

oder mit Eücksicht auf § 20, Gleichung (12): 



und wenn mau noch § 19, (15) benutzt; 

9) T«(M + 2«ß) = e''-iß{.^'r<^ß)(,^u. 

Vermehren wir die Argumente nur um halbe Perioden, so ver- 
tauschen sich die vier 8igmafunkti<}nen (mit und ohne Index) unter 
sich, bis auf zutretende ßxponentialfaktoren. Man erhält zunächst 
aus der zweiten Definitionsform von OaU: 

10) „.(„ + <„j__^*^!-2j^; 

femer aus der ersten: 

ff„(M + mß) -= 



II) 






enß^-n^'-ß- 
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§ 31. Dairsteüimg der Sigmaftmktionen •mit Index. 79 

Eine übersichtlichere GEestalt nehmen diese „Verwandlungs- 
formeln" an, wenn man statt der Funktionen ö-„m die Funktionen 
ö" 1 /,{v) selbst benutzt. Bezeichnet man sie zur Äbkürzong mit 

2"' V. 
7'oM, setzt also: 

12) T„(w)= e-'<.('' + V,«.)^(« + <n,)=- «■'.(■■ + V,-.)^{« _ ^«„), 
30 erhält man: 

13) .T(M + tü„) = eM" + '/,-.)7;(«), 

14) T„{m + W„)= -ö''a("+V=MffM, 

15) ■. r^(« + (^„)= ±je';«('' + v=«„)r»; 

dabei gilt in der letzten Formel das untere oder das obere Zeichen, 
je nachdem («, ß, y) eine gerade oder ungerade Permutation der 
drei Indices (1, 2, 3) ist. 

Endlich bemerken wir noch: 

Die Sigmafunktionen mit Index sind homogene Funktionen der drei 
Variabein u, w^, (o^ oon der Dimension 0. 

§ 31. Darstellung der Sigmafunktionen mit Index 
durch unendliclie Produicte. 

Aus der in § 20, (14) gegebenen Darstellung ?on a{u + v) 
durch ein unendliches Produkt erhalten wir ohne weiteres Dar- 
stellungen der Nebensigma durch solche Produkte, wenn wir in ihr 
r bezw. = m^, m^, Wg setzen. Dieselben achreiben sich am ein- 
fachsten, wenn man das Zeichen w^ zur Bezeichnang irgend einer 
der Größen 

2 Äj ö)^ -f 2 A3 «3 + w„ 
benutzt, oder, was dasselbe ist: 

jo, für {2A, + l)«j + 2-^303, 
w^ für {2Äi + 1)0^1 -j-(2Äg^-l}«3, 
«Ig für 2 Ä^ Mj + (2 A3 -i- 1) W3 
schreibt; man erhält dann: 

1) ..„ = .-v.....n|(i-;l.^^*^}. 
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Aua diesen „zweifach" unendlichen Produkten kann man ebenso, 
wie es in § 21 für au geschehen ist, durch Zusammenfassen der 
Faktoren „einfach" unendliche Produkte erhalten. Rascher gelangt 
man zu demselben Ziele, wenn man in den einfach unendKchen 
Produkten des § 21 m durch « + (>)„ ersetzt. Dabei macht sich 
jedoch der Umstand geltend, daß beim Übergang zu jenen einfach 
unendlichen Produkten die beiden an und für sich gleichberechtigten 
Perioden 2 m^ und 2 «g ganz verschieden behandelt worden sind ; 
infolgedessen müssen wir hier die Rechnung für jedes der drei 
Neben sigma gesondert durchführen. 

Um zu (7j M überzugehen^ haben wir n durch u + a^, also v 
durch r + -^, z durch iz, 2ij^ oj^v^ durch 2 rj^ a>^ v^ + ij^ u + ^ ij^ a^ 
zu ersetzen; ferner haben wir: 

zu berechnen. Damit erhalten wir: 



4) =.^,....o„s.,TI (,-+-?T^ 

Um tr^ifi) zu erhalten, ersetzen wir u durch u -\- a^, v durch 
v + \r, z durch A'/az, irj^m^v^ durch 2);^w^u^+ 2'r}^^o■)^v + \ii^(o^m^-'^ 
oder unter Benutzung der LEGENDRBSchen Eelation durch: 

und berechnen: 

_ ^Q^ ,y ,^ „ j, ,), h" - h I' r-l_ y = l 

""•-„'■■■' 2i - - jf^(,_„2.)> 

oder wenn wir den isoliert stabenden Faktor in das erste Produkt 
im Zähler mit hinein ziehen: 

Sd-s''-')" 

6) «», - ,-!^, ■/.».«. 4-v."! 
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81 


Wir erhalten daniii 


z-') 


■»> -1 ' > ' g(,^,,3,-J). 





oder wenn wir a,iicli im Zähler die entsprechende Umformung vor- 
nehmen: 



71 ..,. Kl -2ii" -'co.2 .>. + >'•-' 

Um endlich a^u zu erhalten, ersetzen wir u durch m + Wj, r 
durch V •— ^ — \t, z durch —ih~'l'z, 2i7^öj^«)* durch 2v?j(öjf* 
+ 2 j;^ o)^ " + i- »^i "^2^ »»1 ~ ^ oder unter Benutzung der LEGENDBEscheo 
Eelation durch: 

2)j^(Uiii^ -I- i/gM — ü?rz + Iv^giOg + iTOTi + iTii 
und berechnen: 

= ___,.., ,.y,.Ä ;,_^_---^-^-^-_. 

Damit erlialten wir: 

Sd+'i'""'»')- 5(1+*^" + '»-'') 
«,(2«i.o)=.«''»».-'.»-'.(i-/ii-').^=i L=l ^^ 

oder nacli entspreciiender ümforunmg: 



9) <7,(2»,t.) 



g 2 >),<". 



10) 





^f^(l + Ä^--y 




„,,'°r l + 2A'''"^eos2»i.i +Ä*''"^ 


* 


Ik (. + i=-T 
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In den Zwischenrechnungen dieses Paragraphen kommen die 
Größen yT und A''*, A''^ vor; aus der Rechnung selbst geht hervor, 

daß der ersteren der unzweideutig bestimmte Wert e * beizulegen 
ist und daß unter den letzteren die eindeutigen Funktionen des 
PeriodenverhältniBses e'/i'^', e'!"'"' zu verstehen sind. 

§ 32. Die Werte der Srgmafunktionen für die Halbperioden. 

Jedes der drei Nebensigma wird gleich KuU, wenn man sein 
Argument gleich der gleichnamigen Halbperiode setzt: 

1) <r.». - 0. 

Setzt man aber das Argument gleich einer der beiden andern 
Halbperioden, so erhält man sechs Werte, die sich durch die Werte 
der ursprünglichen Sigmafunktion flir die Halbperioden folgender- 
maßen ausdrücken: 

2) u^oiß = — e-''«'"^ ^-^ . 

Dabei kann («, ß, y) irgend eine Permutation der Indices (1, 2, 3) 
bezeichnen. Vertauscht man hier a mit ß und verbindet die ent- 
stehende Formel mit der ursprünglichen, so findet man mit Rück- 
sicht auf § 19, {15); 

und zwar gilt das obere oder untere Zeichen, je nachdem (a, ß, y) 
eine gerade oder eine ungerade Permutation von (1, 2, 3) ist. 

Ferner folgt aus (2): 
4} a^myGßOiy = eir'^Y 

und 
5) ö-„w^ .(Tßmy.ayO)^ = — e - '')-i<"^ + "J^"/ + ''r'"«). 

Diese Werte der Sigmafunktionen für die Halbperioden sind 
eindeutige Funktionen der Perioden. Sie lassen sich als solche dar- 
stellen mit Hilfe der unendbchen Produkte: 

^h = n(i + '*'^-') ^3 = 11(1 - A^'-'). 
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Diese Produkte konvergieren imbedingt und gleichmäßig, so- 
lange I A I < 1, d. h. solange der imaginäre Bestandteil von t positiv 
ist, und stellen folglich im Innern der so definierten Bereiche 
reguläre Funktionen von h, hezw. von r vor. 

Multipliziert man gliedweise aus, so erhält man: 

Man sieht, daß beide Produkte zusammen gerade die sämtlichen 
Faktoren von 11^ geben ; es ist also H^ = H^ H^ S^ R^ und folglich : 

7) H^E^H^ = \. 

Mit dieser Bezeichnung gehen die Formeln (2), (5) und (8) des 
vorigen Paragraphen über in: 



l 






Ferner findet man: 

ftlr u ~ m. wird \ 



für u = «3 wird v= -\-^, z^-th-'\ «2^"."' = l/zVi'/.e'/.-™ 
also: 

für « = w, wird v = — , z — h"" , e^i."'!"' = A'''ie''«^!™ä, 



Man überzeugt sich, daß diese Ausdrücke der Gleichung (2) 
Genüge leisten, wenn man berücksichtigt, daß: 
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Durch Vermittlung dieser Produkte gelangt man nun auch 
dazu, die Differenzen der Wurzeln e^ als Funktionen der Perioden 
explicite durch einigermaßen handliche Ausdrücke darzustellen. Äua 
der Gleichung (5) tod § 30 erhält man nämlich: 

12) 1'^^"^=^^' 

also speziell (unter EerücksichtigUDg der Gleichung (7)): 



l/., 


— e = "a"*' = 


i^r,".'".'' 


v, 


^ ^3 ^ ~^ ^ 


-L^VH,', 


T'-. 


— *l = T^ ^ 


2ra, " 3 


V, 




w, Ol' 




riTe — "■'"''' 


2», " ' 



Durch diese Gleichungen sind bestimmte Werte der links 
stehenden Quadratwurzeln als eindeutige Funktionen der Perioden 
dargestellt (Tgl. I, § TO); wir setzen fest: 

I. Im folgenden sollen unter den Zeichen Ye^— «ß stets die durch 
die Gleichungen (9) definierten eindeutigen Funktionen der Perioden 
verstanden werden.^ 

Zwischen ihnen bestehen (vgl. 3) die Relationen: 

14) y^^_-iv.,--x, 

Die Formeln (13) selbst zeigen übrigens, daß auch noch gewisse 
Kombinationen der vierten Wurzeln aus den Differenzen der e sich 
als eindeutige Funktionen der Perioden darstellen lassen; nämhch 
einerseits die Produkte: 



' Diese Definition a 
gegen nicht durchweg m 



1 Tanneht und Mole üherein; 
TEASs und ScöwAEz; vgL die . 






y Google 



J 32. Die Werte der Sigmafmiktionen für die Halbperioden. 85 



15) Ae.^ef){e.-e,)^ 

(wegen (4)), andrerseits die Quotienten: 

IC, I f^=^^- 






dßOI 



Man erkennt nämlich, daß man in den Gleichungen (15) das 
Vorzeichen willkürlir.b so wie geschehen festsetzen kann; in den 
Gieichungen (Ib) muß es dann aber so wie geschehen gewählt 
werden, wenn man nicht mit der bereits in (12) gegebenen Definition 
der Quadratwurzeln in "Widerspruch kommen wül. 

Für zwei von den Quotienten (16) pflegt man besondere Zeichen 
zu benutzen, ndmhch 



17) yi - 1 


/^ 


und 




18) yj'-] 


/:;-: 


Daa Produkt: 




19) e = h - 


Hf(' 



'(«,-',)'- Ata'- 2'ft") 

heißt die Diskriminante des zu dem vorgelegten Periodenparallelo- 
gramm gehörenden Körpers elliptischer Funktionen. Von ihr ist 
noch die 12. Wurzel eine eindeutige Funktion der Perioden: 

20) ^G~=-^^-h'l'H^^. 

Auch den vierten Wurzeln selbst kann man eindeutig definierte 
Werte beilegen, aber nur mit Hilfe einer willkürlichen Festsetzung. 
Bezeichnet man mit: 



^" l/^ 



irgend einen Wert dieser Wurzelgröße — gleichviel welchen, aber 
in allen Formeln denselben — ; ferner mitj/Tdie bestimmte achte 
Einheitswurzel: 

22) yr_.T, 
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so kann man festsetzen, daß unter den Zeichen Ye^ — «ß die fol- 
genden Werte zu verstehen sein sollen:^ 












Diese Festsetzung steht mit den früheren nicht in Widerspruch ; 
die Produkte und Quotienten der so definierten vierten Wurzeln 
geben genau die in (15) und (16) schon festgelegten Werte, — Man 
kann dann auch einen Wert der 24. Wurzel aus der Diskrimiuante 
1 durch: 



yi 



24) yff =l/-^AV.= if(, 

und unter "(/(? die dritte Potenz dieses Wertes, also: 

verstehen. 



§ 33. Die Sigmaquotienten und die Funktionen Jacobi's. 

Die Gleichungen (8) und (9) von § 30 zeigen, daß die vier 
Sigmafunktionen bei Vermehrung des Arguments um eine Periode 
sich mit Faktoren multiplizieren, die sich höchstens im Vorzeichen 
unterscheiden. Daraus folgt: 

I, Die Sigmaquotienten, d. h. die Quotienten je zweier Sigma- 
funhäonen, ändern steh höchstem im Vorzeichen, wenn man ihr Argument 
um je eine Periode vermehrt. 

Im einzelnen ist: 



'.(• + 


2".) 


ff(W + 


'".) 


.,(.+ 2 


».) 



»,(»+2».) 



(« ^ ß, !•), 



' Die beiden Vorzeichen der ersten Zeile k 
man erhält aber nur dann in allen drei Zeilen i 
selbe Zeichen, wenn man „ — " wählt 
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"( 


• + ■'•>) 










»,(.+ 2»,) 




",(" + = ",) 


Am 


den beiden letzteren 


Gleichungen folgt: 




".1 


;. + 4„,) 


,.« 




"( 


»+■"■*) 


"" ' 






■. + 4«,) 


_',(- + '".)._•(. 




",(» + -">,) ", 



6) 

Znsammeii mit (I) and (2) sagen diese Gleichungen aus: 

II. ff^ujtju und aßul(TyU sind doppeltperiodisehe Funktionen von 
u mit den Perioden 2(0^ und 4(0ß. 

In dem durch diese Perioden bestimmten Periodenparallelo- 
gramm hat jede dieser beiden Funktionen zwei und nur zwei ein- 
fache Pole: nämlich GaUJa^i hei m = und u = 2coß, aßuJGyU bei 
u = lOy und M = ö)j, -f 2 litß. Hätte nun eine dieser Funktionen noch 
eine Periode, die von 2(a„ und Am^ unabhängig wäre, so müßte 
diese Periode, zu dem einen Pol addiert, den andern ergehen. Aber 
2 aiß ist nach (4) und (5) keine Periode dieser Funktionen. Also 
folgt, als Vervollständigung des Satzes II: 

ni. Alle Perioden jeder dieser Funktionen lassen sich aus den 
angegebenen homogen und linear mit ganzzahligen Koeffizienten zu- 
sammensetzen. 

Mit diesen u-Funktionen stehen diejenigen Funktionen im engsten 
Zusammenhang, die Jacobi seinerzeit gewählt hat, um alle übrigen 
elliptischen Funktionen durch sie auszudrücken. Diese Funktionen 
Jacobis sind homogene Funktionen nullten Grades der drei Argumente 
u, ojj, QI3, die in der WuiEBSTEASSSchen Theorie auftreten ; sie hängen 
also nur von den Verhältnissen dieser drei Argumente ah. Doch 
muß man, um zu Jacobis Bezeichnung überzugehen, zunächst nicht 
etwa die schon wiederholt benutzte Größe v — m/2 Wj als unabhängige 
Variable einführen, sondern: 

wobei der Quadratwurzel die in § 32, 13 definierte Bedeutung bei- 
zulegen ist. Diese Größe ist nämlich ebenfalls eine homogene 
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Funktion nuUter Ordnung von u, a^, m^, da die eo von der Ordnung 
(— 2) sind. Jacobis Funktionen drücken sich dann folgendermaßen 
durch die Signiaquotienten aua:^ 



Will man umgekehrt von den JAConischen Bezeichnungen zu 
den Weieestbass sehen tibergehen, so kann man für j^ßj — e^ einen 
ganz willkürlichen Wert vorschreiben. 

§ 34. Relationen zwischen den Sigmaquotienten, bezw. den Funlc- 
tionen Jacobi's; Difrerentiaigieichungen, denen sie genügen. 

Algebraische Relationen, die zwischen den Sigmafunktionen 
bestehen, erhält man, wenn man aus den Gleichungen 
(5) pu eliminiert. Man findet so zunächst: 



oder: 










1) 




<i^u — ir/w + (e„ — e^) a^ u = 


^0. 


Aus den drei GleichuBgen, 
der Indices hervorgehen, erhält 


die aus diesei 
man ferner; 


■ durch Vertauschung 


2) 


(« 


-,•)<,', + {<> -e 


)^% + (e - 


«)'7,% = 0. 
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bhangi 


linearen Relationen 
laß man den Satz 


beid 


n audul 
1 t 1 


Eelationen; 


3) 




= 1 - 11 


d = 


1 ^h^sn^w. 


das Z 


h n 


l hat dal- d d 


hd t Gl 


chnng(17) von S 32 



erkl -t E d t n 

AI II 1 ti 1 j* unkt n m n di 's maquotienten zufolge 

§ 24 VI alg b h D fi nt 1 1 I u g q ter Ordnung genügen, 

J m i k b nu9, delta amplitudinis 

und b m niilimTst benutzte Abkürzung 
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§ 34. BelaUonen Moisohen den Sigmaquotienien. 89 

in denen die unabhängige Variable explioite nicht vorkommt. Um 
dieselben aufzustellen, gehen wir aus von der Gleichung (5) von § 30. 
Wir erhalten aus ihr zunächst durch Differentiation: 

also wegen § 30 (4): 

' du au ~ u'U lU ' 

Hieraus folgt weiter: 

endlich durch Verbindung der Gleichungen (4) und (5): 



(die letzte Umformung mit Rücksicht auf (1)). 

Ersetzt man in diesen Gleichungen jedesmal die rechts auf- 
tretenden Sigmaquotienten mit Hilfe der Gleichungen (1) und (2) 
durch die links vorkommenden, so findet man: 

II. Die vier Funktionen: 



sind partikuläre Integrale einer und derselben Differentialgleichung 
(erster Ordnung, zweiten Grades): 

>*> (f|)'-(i-(«/.-«.)«(i-w-'.)r). 

WoUen wir aus diesem Satz den entsprechenden für die Funk- 
tionen Jacobis ableiten, so müssen wir beachten, daß in diesen die 
unabhängige VeränderUche anders gewählt ist (§ 33, 7). Damit er- 
halten wir aus (5): 

9) -L- = cnu,dnv,- Vf - rf ») (1 - 4' .»> «,) 
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EUiptisehe FWiktionen zweiter Stufe. 



10) — , — = — sn w dn w , 

m ddnj^^ -k^snwdnw 

Auch die Sigmafonktionen, bezw. die Funktionen Jacobis, sind 

also, ebenso wie pu (§ 18, II) ümkebrungen gewisser elliptischer 

Integrale I. Gattung; so ist z. B. die Gleichung unw == x gleich- 
bedeutend mit: 



'^' -h 



^y(i - x^ii - k'x'') 

Auch hier ist aber zu beachten: der „Modul" k ist durch die 
Gleichung § 32, 17 als Funktion des PeriodenTerhältnisses definiert; 
es geht aus unseren bisherigen Untersuchungen noch nichts darüber 
hervor, ob wir das Periodenvcrhältnis stets so wählen können, daß 
k einen vorgegebenen Wert erhält. 

§ 35. Addifionstheoreme der Sigmafunktionen. 

Aus der Gleichung (1) bezw. (4) von § 25 erhält man eine 
große Menge weiterer Eelationen zwischen allen vier Sigmafunktionen, 
wenn man die Argumente um halbe Perioden vermehrt Von diesen 
unterscheiden sich aber immer eine Anzahl nur durch die Be- 
zeichnung; um zu sehen, welche wirklich voneinander verschiedene 
man bekommt, hat man zu beachten, daß die vier Größen u alle 
unter sich gleichberechtigt sind, daß die Gleichung sich nicht ändert, 
wenn man irgend zwei von ilmen vertauscht. Infolgedessen hat 
man folgende Möglichkeiten zu unterscheiden 

1. Yermehrung aller vier Größen v um dieselbe Halbperiode 
ändert die a, b, c, d nur um ganze Penoden giebt ilso nichts Neues. 

2. Yermehrung nur einer der Größen u um eine halbe Periode 
— etwa von u um o)a — führt die zwölf Argumente über in: 

«1 5; + ö>„ Cj — o„ rfj, 

Setzt man diese Werte ein und führt die Sigmafunktionen mit 
Indices ein, so findet man, daß die Expo neu tialfaktoren sich weg- 
heben; man behält die Gleichung übrig: 

I) (7öj TnÖj (7oCj Od^ + (Tfflj "■„^2 <Ja''-^ '^ d^ + fTÜ^ ""oÖ-j (7„C(| ffd^ =^ 0, 
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§ 35. Additionstkeoreme der Sigmafunktionmi. 

3. Vermehmng zweier der Größen u, etwa toh u und i 
dieselbe Halbperiode w^ führt die zwölf Argumente über in; 



Man erhält: 



4, Verniehrung von zweien der u um zwei verschiedene Halb- 
perioden — etwa TOD u am gj^ und v,y um w^ giebt: 

«1 öl - «, cj + w, + 2 fi)^ d^ 

«3 — w^ ^s + ")„ Cj — «o '^a ~ '*'/' 

und damit: 

I + aßa^Gab^GaC^fjßd^ — <Tßa^e^bgU„c^(7ßd^ = 0. 

5. Vermehrung von dreien der vier u um dieselbe Halbperiode 
Mn kann dadurch erreicht werden, daß man erst das vierte « um 

— ö)„ vermehrt, dann alle vier u gleichzeitig um je a>a- Diese letz- 
tere Operation ändert die a^ . . . d^ nur um ganze Perioden, hat also 
auf die Formel keinen Einfluß, 

6, Ebenso kann Vermehrung von u und m^ um je ö,,, von u^ 
um — t»ß dadurch erreicht werden, daß man erst u^ um (Oy, u^ um 

— (u„ vermehrt, dann alle G-rößen gleichzeitig um — «„. Auch 
damit erhalten wir also keine neue Formel. 

7. Dagegen erhalten wir noch eine neue Formel, wenn wir drei 
der vier u jedes um eine andere Halbperiode vermehren. So führt 
z. B. Vermehrung von u^ um w„, von u.^ um w^, von u^ um Wj, die 



zwölf Argumente über in: 



«i + f'^ß — f<yy 


^1 + m. 


«, + <ü, - ß-„ 


\ + faß 


üg + ö>„ - Wß 


ö, + w. 


liefert also die Formel: 





1 + " 
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Elliptische Funktionen zweiter Stufe. 



., f («(3 - ey) (laih <^al'i ff«c <r^d^ + {e^ - e„) ffßO^ Ußb^ ff^Cg n^d 
4) i 

l + K- e^) ff.«3 <Tr*3 ö-.'^s «-."^s = 0- 

8. Die Größen a^ . . . d^ vermehren sich auch dann um Halh- 
periocien, wenn man die vier Größen u um eine und dieselbe Viertel- 
periode yermehrt. Dabei erhält man aus (1) eine neue Formel; 
vermehrt man nämlich alle u noch einmal um je \(Oß, so gehen die 
zwölf Argumente über in: 

(tj i^ — (<ty c-^ — «o 1^1 — w^ 



man findet also: 

5) ffßj IT^Ä, dgCy ffßd-^ + ffög ffyö^ T^ Cg |7^ (^g + T «g T^ Ög fT„ ^3 (7^ l/g = Ü. 

Wenn man in den Formeln (1) bis (5) eine oder zwei der vier 
Größen u gleich Null setzt, erhält man spezielle Formeln. Von 
diesen mögen hier nur einige der zweitgenannten Kategorie an- 
gahörige aufgeführt werden. Man erhält z. B. aus (1) für u = ii^ = 0, 
wenn man u filr m,, v fiir Ug schreibt: 

aus (2) für m, = u^ = 0: 

7) a^ {u + V) <r^ (u-v) = ^J u <tJ v - (.„ - e^) (.„ - e,) <j^u aH ; 
aus (5) für w = 0, m^ - 0: 

8) (!ß{u -\'V)a{u — v)^ nnCßUGyVa^v— a^ua^uavfjßV; 

endlich wenn man aus (8) durch Buchstaben vertane chung (§ 25 a. E.) 
ableitet: 

{^n — eßiiSya^ <sh-^ cr^Cj T^/j — (Jßü^ oJ>^ (JßC^ <Tad% 
+ fj-^ßg iT„ög (jßii^ a^d^ = 
und dann m^ = «^ = setzt: 

9) ßa{u + V)ffß{u — U) = GaU (TßU ffaV (TßV — («„ — ßyj) (TW ff,M ff» (TyU, 

Die Formeln (6) und (7) lassen sich durch Benutzung der 
Formehl (1) und (2) von § 34 noch in verschiedene andere Ge- 
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Additionstheoreme der Sigmaqtiotim-ten. 



§ 36. Additionstheoreme der Sigmaquotienten 
und der Funktionen Jacobi's. 

Aus den letzten Formeln des vorigen Paragraphen lassen sich 
durch geeignete Divisionen Additionstheoreme für die Sigmaquotienten 
ableiten. So folgt z. B. aus (6) und (8): 



ferner erhält man, wenn man in (9) « durch ;• ersetzt, und die so 
umgeformte Gleichung mit der ursprünglichen verbindet: 



Führt man die Funktionen Jacobis ein, so erhält man aus (1): 
3) sn[u 

aus (2): 



snucn^dnv-sn^oi 


ludnu ' 


r,mi'lnu6nvdnp-s 


nusm, 


cnuBuv-snudnus 


nvdnv 


onudnuanvdnv - s- 


nusnv 



dn u dii V 

Da zwischen den Sigmaquotienten, bezw. den Funktionen 
Jacobis algebraische Gleichungen (§ 34) bestehen, vermöge deren 
man diese verschiedenen Funktionen durch je eine unter ihnen aus- 
drücken kann, so stellen die Gleichungen dieses Paragraphen 
alffebraische Additionstheoreme in dem § 23, V definierten Sinne vor 
(wie denn aus § 24, VII uJid % 33, II hervorgeht, daß solche Theoreme 
existieren müssen), Sie teilen übrigens mit dem Additionstheorem 
der Funktion pu die Eigenschaft, daß ihre rechten Seiten für be- 
stimmte Werte des Arguments in der unbestimmten Form 0/0 oder 
co/go erscheinen. Durch algebraische Umformung kann man diese 
Unbestimmtheit an der Stelle, an der sie zunächst auftritt, beseitigen; 
aber dann tritt sie dafür an einer andern Stelle auf. So erscheint 
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z. B. die rechte Seite yoq (3) für m = ji in der Form 0/0: nmltipliziert 
man im Zähler und Nenner mit: 

snuenvdnv + snvcuudnu, 
formt den entstehenden Nenner; 

sn^ucn^vdn^v — sn^vcn^udri^u 
durch Benutzung der Gleichungen § 34 (3) um in: 

und dividiert mit sn^u — sn^v im Zähler und Nenner, so erhält man: 

Diese Form wird für u = v nicht mehr unbestimmt, sondern 
liefert direkt: 



') 



wird sie unbestimmt, wenn man dem u einen solchen Wert 
beilegt, daß die (miteinander verträglichen) Gleichungen bestehen: 



FÜNFTEE ABSCHNITT. 

jAooBi'sche Funktionen. 

§ 37. Elliptische Funktionen lli. Art. 

J_n den ir-Funktionen mit und ohne Index sind uns Funktionen 
geläufig, welche die Eigenschaft haben, bei Vermehrung des Arguments 
um eine Periode ungeändert zu bleiben bis auf einen zutretenden 
Exponentialfaktor, dessen Exponent eine lineare Funktion des 
Argumente ist. "Wir stellen nunmehr die Frage nach den all- 
gemeinsten eindeutigen analytischen Funktionen dieser Art, die in 
jedem endlichen Bereich bis auf Pole regulär sind. Bringen wir 
die zutretenden Exponentialfaktoren gleich auf eine für die weiterbin 
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+ "■>-«'*■ 0{m). 




.+ co,)-j<iZ.j0j-y)_ 




.,Perioden l Art" 
2nia., «nd die 


2^1, 2 0)3 
„Parameter' 



§ 37. Elliptische Funktionen III. Art. 95 

durchziifiihrendeii Rechnungen bequeme Foi-m, so können vdr die 
Aufgabe folgendermaßen formulieren: 

Alle im Endlichen bis auf Pole regulären Funktionen zu finden, 
die den beiden Funktionalffleichungen genügen: 

1) <P{u + 2a,)^e- 

2) 0{u-\-2o,^) = e- 

In diesen Gleichungen sollen die , 
die „Perioden II. Art" ~ 2mi 
öj, ig von u unabhängige Größen bedeuten. 

Bevor wir die Frage beantworten, ob es Funktionen der ver- 
langten Art für beliebige Werte dieser Größen giebt, wollen wir 
erst aus den Gleichungen (1) und (2) einige andere ableiten, die dann 
für alle Funktionen gelten müssen, für die die ersteren gelten. 

Wir erhalten zunächst, indem wir in{l) u durch m — 2(o, ersetzen: 

und ebenso: 

4) (I){u - 2 W3) = ea-i«.(«--=) + -.S3 (P(m). 

Ersetzen wir ferner in (1) u durch w -f 2(ö^, so erhalten wir: 

und durch Wiederholung dieses Verfahrens: 

wie man durch den Schluß von k^ auf ^^ + 1 beweist. Aus Glei- 
chung (3) folgt übrigens, daß (5) auch für negative (ganze) Zalilen h^ 
gut. Ebenso erhält man: 
6) 0{M + 2Ä3(Ö3) = «-3«'.-'''.c^- *."=>- «=.-■'•. O^W- 

Setzen wir femer in (5) m + 2 kg Wg für u und benutzen dann 
(6), so erbalten wir; 

^ r <0(« + 2J,„, + 2J,„,) 

Setzen wir aber umgekehrt in (6) m -t- 2 k^ m^ für u und be- 
nutzen dann (5), so erhalten wir: 
I (l>{u + 2k^o}, + 2k^m,) 
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96 JAGOBisohe Funktionen. 

Soll eine eindeutige Funktion von u sein, so müssen die 
beiden Ausdrücke (7) und (8} übereinstimmen. Das ist aber nur 
dann der Fall, wenn die Diiferenz der beiden Exponenten, also die 
Differenz zwischen: 

— 4 Aj Äg ^ ! a^ G?g und — - 4 Äj k^ ji i a^ o)^ 

für alle ganzzahligen k-^ und /ig ein ganzzahhges Vielfaches TonSwt 
ist, also wenn 2(a, ro^ — «g tOj) eine ganze Zahl ist. Es gilt also 
der Satz: 

I. Mne eindeiitiffe Auktion, die den Funhtionalgleichungen (1) 
und (2) ffejiüfft. Jiann ied^nfalls nur dann existieren, wenn: 

9) — 2 dj ftjg + 2 Og ö)j = w 

eine ganze Zahl ist 

Wir defameien nun 

n Unter emer elbptiiiken Funktion TTI Att i trs/ehtn wir eine 
Funktion die den Funktionalgleiekunt^en (1) und (2) genügt und m de) 
ganzen Ebene bu, auf Pole regulär ist 

m Zuei elliptische Funktionen III Äit, deren Peiioden I und 
IL Art und Parameter ubei eimtimmen, heißen gleichandrig 

Für solche Funktionen können wii ubei die durch die Glei- 
chung (9) eingeführte ganze Zahl noch weiteres aussagen Um dibei 
nicht Vorzeichen Unterscheidungen emtieten lassen zu müssen nehmen 
wir die Festsetzung II ton ^ 14 wieder auf Leiten wir dann aus 
den Definitionsgleichungen (1), (2) durch Diffeientiation die beiden 
folgenden ab: 



11) 

so können wir auf diese Funktion 0' (u) : <1> (w) dieselben Schlüsse 
anwenden, wie in § 19 auf die Funktion ^m; wir müssen nur ij^ 
und i]g durch —Tiia^ und —Ttia^ ersetzen. Wir finden dann: 

IV. Sie durch die Gleichung (9) definierte ganze Zahl n hat für 
eine elliptische Funktion III. Art folgende Bedeutung: sie ist gleich 
der Anzahl der JVullpunkte, vei-mindert um die Anzahl der Pole, die 
die Funktion im fundamentalen Periodenparallelogramm besitzt. Wir 
nennen sie die Ordnungszahl der Funktion. 

Endlich seien hier noch folgende Satze erwähnt, die sich un- 
mittelbar aus den Definitionsgleichungen ergeben: 
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§38. Pole, NullpunHe u Charaktere d6> dhptisdien Fun! Jwnen III. AH. 97 

V Dai Produkt zv,eier elhphichen Funktionen IIJ Art mit den- 
selben Peitoden I Lrt fit wieder eine sohhe Funktion, thie Parameter 
und ihre Perioden II Art, aho aui h ihre Ordnungszahl ergeben 
sich aus den entspi eckenden Bestim7nunq'<'<tucken dei Paktoren durch 
Addition 

VI Der Quotient zweier gleichand^ igen elliptischen Phinkäonen 
III. 4.1t ist eine elliptische I^nktioTi I Art 

Vn I/,t 0[u) eine elliptuLhe Funktion III Art des irguments u 
mit den Peiioden I Art 2w^, 2ßjg, den Penoden II Ait — 2itia^, 
— Znia^ und den Parametern Ä^, b^, iit fernet w eine von u unn 
abhängige Große, so ist [u + v), als Funktion von u betrachtet, eine 
elliptische Punktion III. Art mit denselben Perioden I. und II. Art, 
aber den Parametern fi, -J- 2 a, w, ä„ + 2 a, v. 



§ 38. Pole, Nullpunkte und Charaktere der elliptischen 
Funktionen III. Art. 

Wir erhalten weitere Auskunft über die Lage der Pole and 
Nullpunkte einer elliptischen Funktion III, Art, wenn wir den 
I, § 46, XI ausgesprochenen und in § 16 dieses Heftes für die 
elliptischen Funktionen I. Art henutzten Satz heranziehen. Wie 
dort zerlegen wir das um ein Periodenparallelograinm zu nehmende 
Integral ; 

in Tier Einzelbestandteiie, die über je eine seiner Seiten zu er- 
strecken sind. Den dritten formen wir unter Berücksichtigimg von 
§ 37, Gleichung 1! um in: 

die Summe des ersten und dritten Bestandteils wird also: 

= (\4:%iayO}^ + 2nia^u~ 2a^^^\du 

= [4 ;r ^■ a, 0)3 M + Ji z «3 M^ - 2 «3 log * (m) ] "" "' 
= 8 7ti«3<öi«g + %ia^{iam^ + 4 w^^j 

+ 'iw^'i^nia^ifl + raJ + iizÄi + 2 j-g ?i i] 
= 2:;ti{2a{«gCOi + a,Wg)+2(«j+2«3)w,iU3 + 2a3Co^24-«3Öi + 2*g«3f. 
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98 JAOoBisoh6 FunkUonm. 

Ebenso wird die Summe des zweiten nnd vierten Bestandteils: 
- 2 5ri{2a(ag(öi + «i »3) + 2 (2 Oj Jt a^)co^m, 

der Wert des Integrals wird also: 

= 2%i{2a^a>^^ ->r 2(ög - a^)w^w^ -Sa, qj^^ 
4- ft>3 ^j — £0^ Ög + 2 *, ö)j +-2 1(3 (»3 } 
oder mit Rücksicht auf § 37, (9): 

= 2 9t !"{ K ((Ol + »3) + (ög Öj - «1 Ö3 + 2 *i (ö^ + 2 Vg «3 j. 

j/^ und Vj bedeuten dabei ganze ZaUen, die durch die Vieldeutiglieit 
des Logarithmus hereingekommen sind und deren Wert uns hier 
nicht weiter interessiert. Wir sprechen das Eesultat vielmehr 



I. Die Differenz zwischen der Summe der Ä-uUpunkte und der 
Summe der Pole, die eine elliptische Funktion III. Art n"'' Ordnung in 
einem Periodenparallelogramm hat, ist modulis Perioden kongruent zu: 

m((öi + og+öi(Ö3-53«i. 

Dieser Satz giebt Veranlassung, die bnden. complexen Großen 
Äj, ig auszudrücken durch eine complexe Gioßt fi und ziiei uesentlich 
reelle Zahlen g^, g^. Nach § 12, V ist Ob namlich auf eme und 
nur auf eine Weise möglich, zwei reelle Zahlen g-^^, g^ so zu be- 
stimmen, daß die complexe Größe: 

1) c = öj Q)g - Äg D)j = g^ W3 - g^ a^ 
wird; definiert man dann (i durch; 

2) ;.= »Lr,?.__iz_ft, 

SO wird: 

3) b^^ jiC>^+ g^, Äg = jU Q)g + ^3 . 

II. Die beiden durch diese Gleichungen eingeführten reellen Zahlen 
g^, g^ nennen wir einzeln die Charaktere, zvsammengenommen die 
Charakteristik der elliptischen Punktion III. Art. 

Die Definitionsformeln (§ 37, 1, 2) bleiben ungeändert, wenn 
man die Parameter, oder, was dasselbe ist, die Charaktere um gerade 
Zahlen vermehrt oder vermindert. Man kann das so ausdrucken, 
daß man sagt: die Charaktere kommen überhaupt nur modulo 2 m 
Betracht. Indessen ist wohl zu beachten, daß m spateren Formeln 
(§ 43) die Charaktere selbst, nicht etwa nui ihre modulo 2 ee- 
nommenen Roste auftreten. 
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; 39. Elliptische FimMonen III. Art nuUter Ordntmg. 



§ 39. Elliptische Funktionen III. Art nullter Ordnung. 
Verwandte elliptische Funktionen III. Art. 

Wir betrachten nun speziell elliptische Funktionen III. Art von 
der Ordnung 0. Aas der Gleichung (9) des § 37 folgt, daß für 
eine solche Funktion die Perioden H. Art zu denjenigen I. Art pro- 
portional sein müssen, mit andern Worten, daß sich eine Größe l 
30 bestimmen lassen muß, daß; 

1) üj^ — Xa>^, «3 = ü ftlg 

ist. Zu diesen Funktionen gehört, wenn A 4^ ist, insbesondere die 
Exp nen tialf un kti n : 

2) ,-./..u-, 

die als elliptische Funktion III. Art mit den Parametern 0, be- 
trachtet werden kann. Satz VI von § 37 liefert dann das Resultat; 

I. Jede elliptische Funktion III. Art der Ordnung ist gleich dem 
Produkt einer Exponentialfunklion der Form 2 in eine elliptische 
Fun/ction IL Art. 

Wir erhalten noch eine weitergehende iteduktion, wenn wir 
auch noch ein GKed mit der ersten Potenz von u im Exponenten 
hinzufügen. Die Funktion e-"'/'" kann angesehen werden als eine 
eUiptiache Funktion III. Art der Ordnung 0, mit den (beliebigen) 
Perioden I. Art (2»,, 2a^), den Perioden II. Art (0, 0) und den 
Parametern (/tWj, /KUg). Verstehen wir unter fi die durch die 
Doppelgleichung (2) des vorigen Paragraphen definierte Größe und 
wenden Satz V von § 37 an, so finden wir die beiden folgenden Sätze: 

II. Jede elliptische FunAtion III. Art der Ordnung ist gleich 
dem Produkt eines Exponentialfaktors der Form: 

in eine elliptische Funktion IL Art, deren MuläpUkatoren den absoluten 
Seiraff 1 haben. 

in. Überhaupt kann man durch Multiplikation mit einem Fix- 
ponentialfahtor der Form (3) jede elliptische Funktion III. Art in eine 
andere verwandeln, die dieselben Perioden I. Art und dieselben Cha- 
raktere, aber beliebig vorgeschriebene Perioden IL Art und Parameter 
hat, die nur den Relationen § 37 (9) und § 38 (2) genügen müssen. 

Solche elliptische Funktionen III. Art, die dieselben Perioden 
I. Art und dieselben Charaktere haben, nennt man wohl verwandt; 
man kann dann Satz III so aussprechen: 
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IV. Verwandte elliptische Funktionen III. Art können durch Multi- 
plikation mit einem Sxponentialfaktor der Form (3) in gleich'dndrige 
übergeführt werden. 

§ 40. JACOBi'sche Funktionen; 
der negative Teil des HERMJTE'schen Satzes. 

I. Elliptische Funktionen III. Art, die zugleich ganze tra?isscendente 
Funktionen des Argument? u sind, nennt man jAcomsche Funktionen; 
insofern mit einigem Recht, als bereits Jacobi verschiedene der- 
artige Funktionen betrachtet hat.^ 

Für solche Funktionen ergehen sich aus den vorhergehenden 
allgemeinen Knt Wicklungen speziell die folgenden Sätze: 

U, Die Ordnungszahl einer JAOOEischen Funktion kann nicht 
negativ sein. 
(aus § 37, IV), 

ni. Jede JACOBische Funktion nuUter Ordnung ist gleich einer 
Exponentialfunktion, deren Exponent eine ganze Funktion II. Grades 
des Arguments ist. 

Denn eine elliptische Funktion IL Art, die keinen Pol hat, 
gehört notwendig dem singulären Fall dieser Funktionen an und 
ist gleich einer Exponentialfunktion, deren Exponent eine ganze 
Funktion ersten Grades yon u ist (§ 28, V); hieraus und aus § 39, IV 
ergiebt sich der ausgesprochene Satz. 

Ferner erhalten wir einen wichtigen Satz über JAOOBische 
Funktionen aus dem Satz I von § 38. Aus demselben folgt näm- 
Hch, daß die Summen der Nullpunkte zweier gleichändrigen Jaoobi- 
schen Punktionen kongruent sind. Haben also zwei gleichändrige 
JACOBische Punktionen w*^' Ordnung n — 1 inkongruente Nullpunkte 
gemein, so haben sie auch den letzten gemein. Dann ist aber ihr 
Quotient eine elliptische Funktion I, Art ohne Pole, also nach § 13, 1 
eine Konstante. Es gilt also der Satz: 

IV. Zwei gleichändrige JACOEische Funktionen w*"" Ordnung, die im 
Periodenparallelogramm n — 1 Nullpunkte gemein haben, haben auch 
den letzten gemein und sind bis auf einen von u unabhängigen Faktor 
identisch. 

Wir nehmen nun (zunächst ohne Beweis) an, es gebe m gleich- 
ändrige JACOBische Punktionen m^' Ordnung 'I\, 1^ ■ ■ ■ T^, zwischen 

' Andere Namen sind „fonctions intenaediaires"; „T- Funktionen"; „quasi- 
periodische Funktionen". 
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denen keine homogene lineare Eelation mit von 
Koeffizienten identisch, d. h. für alle Werte von u, besteht Jür die 
Koeffizienten des Aggregats: 
1) c, li + c, i; + . . . + c^ T^ 

lassen sich dann Werte angeben, die nicht alle gleich Null und so 
beschaffen sind, daß dieses Aggregat in m — 1 behebig vorgeschrie- 
benen Punkten Nnll wird. Denn diese Forderung giebt »i — 1 
lineare homogene Gleichungen zur Bestimmung der m Unbekannten c; 
solche können aber immer durch Werte der Unbekannten erfüllt 
werden, die nicht alle = sind. Las mit diesen Werten der c 
gebildete Aggregat ist dann sicher nicht identisch Null, da nach 
Voraussetzung überhaupt keine lineare homogene Verbindung der 1 
mit konstanten Koeffizienten identisch Null ist. Bestimmen wir die c 
insbesondere so', daß das Aggregat in m — 1 von den Nullpunkten 
einer [m + 1)*^" mit den gegebenen gleichändrigen JACOBischen 
Funktion r^^^ Null wird, so folgt aus IV, daß es sich von T^^-^ 
nur um einen von u unabhängigen Faktor unterscheiden kann. 
Damit haben wir den negativen Teil des für die Theorie der Jaoobi- 
schen Funktionen fundamentalen HEiMiTESchen Sa 

V. Es giebt mcht mehr als m linear unab/iän, 
J'ACOBZScke Funktionen m'" Ordnung; mit andern Worten, zwischen 
m + 1 gleichändrigen lAoosischen JUkinktionen m'"' Ordnung T^, Ti---T^^i 
besteht stets eine lineare homogene Identität mit von u unabhängigen 
Koeffizienten, die nicht alle gleichzeitig sind: 

i der bei seinem Beweise ge 
'^ linear unabhängig seien. 
} lineare Eelation bestehen, t 
! der Form (2) mit c^^j = 
der Satz auch gilt, W' 
mehrfache Nullpunkte hat; denn die Forderung, daß das Ag 
einen bestimmten Punkt zum Ä-fachen Nullpunkt haben soll, drückt 
sich ebenfalls durch k hneare Gleichungen zwischen den c aus. 

Aus diesem Satz und ans § 39, IV ergiebt sich noch der 
folgende : 

VI, Zwilchen m + l verwandten JAaosischen Funktionen m'^'' Ord- 
nung Tj, T^ ■ . ■ y^ + j besieht stets eins lineare homogene Identität: 

3) i^T^+l/r^ + ... +I'^T^ + -£„^.1 y,„ + , =0, 

deren Koeffizienten JACOßiscke Funktionen nuUter Ordnung sind. 



2) c^T^+c^2l+ .. 

Der Satz ist unabhängig vi 
Voraussetzung, daß 1[, T^ ■ ■ ■ 
würde schon zwischen diesen ei 
man diese auch als Eelatio 
können. Auch beachte man. 



achten 
Denn 
würde 



:egat (1) 
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Jacob i^cke Funktionen. 



§ 41. Reduzierte JACOei'sche Funktionen. Thetafunlctionen. 

Aus der Gesamtheit aller uatereiaander verwandten Systeme 
, gleichändriger jAcoBischer Funktionen heben wir nun ein solcheB 
System als besonders einfach heraus durch die Definition: 

I. Mne Jj.coBiscke Funktion heißt reduziert, wenn ihre erste Periode 
zweiter Art Null ist und ihre Parameter gleich ihren Charakteren sind, 
wenn also ihre Befinitionsffleichungen folgendermaßen lauten: 

2) T{u + 20)3) = e-^^^'e" "^"""'■^"''2'(m). 

In diesen Gleichungen kommen die drei Variabein h, m^, a^ 
nur in den beiden Verbindungen (vgl. § 21, 1): 

vor; wenn es überhaupt möglich ist, sie zu befriedigen, muß es auch 
möghch sein, sie durch Funktionen zu befriedigen, die die drei 
Variabein nur in diesen beiden Verbindungen enthalten. Solche 
Funktionen nennt man Thetafunktionen ; deren Definition lautet 
demnach: 

n. Unter einer ThetafunkUon n'"' Ordnung versieht man eine ganze 
transscendente Funktion von v, die den Gleichungen genügt: 

5) e(« + ir) = e-»=«'e-'"'U2^ + ')0(w). 

Jede reduzierte JACOBische Funktion kann dann angesehen 
werden als Produkt einer Thetafunktion mit einem Von u unab- 
hängigen Faktor. 

Wir rekapitulieren noch einmal die Schritte, die erforderhch 
sind, um eine beliebige JAComsche Funktion durch eine solche 
Thetafunktion auszudrücken. 

Zuerst ist aus den Gleichungen; 

6) «, = ;.»„ «,-^- + i„, 

der Faktor X zu berechnen (§ 39, III). Dann ist öj m^ — b^ Wj auf 
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die Form </^ a^ — yg »i za bringen, in der ff^, g^ reelle Wahlen be- 
deuten und: 

zu setzen (§ 38, II). Sind l, fj,, 9,, ff^ so bestimmt, so findet man: 
8) T[u; (o^, Wg; «„ «3; b^, b^) = Üe--ie,W'>' + ;'«) 0'-^'>(J'—- ^\ ■ 
dabei bedeutet C einen von u unabhängigen Faktor. 

§ 42. Die fundamentale Thetafunktion. 

"Wir wollen uns nun zunächst mit Thetafunttionen erster Ord- 
nung der Charakteristik {0, 0) beschäftigen, also mit ganzen trans- 
scendenten Funktionen von v, die den Gleichungen: 
1} &{v + l) = &{v), 

2) ,')-(v + T) = e-''n^" + 'U9(v) 

geniigen. Nach § 40, V können sich alle solchen Funktionen {sofern 
es deren überhaupt giebt) nur durch von v unabhängige Faktoren 
unterscheiden. Über diese Faktoren wollen wir weiterhin noch Ver- 
fögung treffen; zunächst müsBen wir uns durch wirkliche Aufstellung 
eines analytischen Ausdrucks von der Existenz einer Funktion mit 
den verlangten Eigenschaften überzeugen. Aas der Gleichung (1) 
und aus I, % 49 folgt zunächst, daß sich jede solche Funlction durch 
eine gleichmäßig konvergente FouBiEBSclie Eeihe der Form: 

3) *('')=_2f™«"""'" 

darstellen lassen muß. Diese Entwicklung soU nun auch die Glei- 
chung (2) befriedigen, es soll also: 

sein. In der Samme rechts kann man den Summationsbuchstaben 
m durch jw + 1 ersetzen; sie lautet dann: 

Nun ist aber {vgl. I, § 47, II) eine Entwicklung einer ganzen 
Funktion in eine Reihe der Form (3), wenn überhaupt, nur auf eine 
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Weiae möglich; man kann also durch Vergleichung der Koeffizienten 
gleichhoher Potenzen von e^"'" den Schluß ziehen: 

Soll die Reihe (3} die GHeichung (2) befriedigen, so müssen ihre 
Koefdzienteii der Rekureionsformel genügen: 

Diese Eekursionsformel gestattet, alle diese Koeffizienten fol- 
gendermaßen durch den ersten auszudrücken: 

5) J^ = e'^'""Jo; 
die Reihe (3) erhält damit die Form: 

6) ^^^2«'- + '■"-'■ 

Wir haben vor allem zu untersuchen, ob sie konvergiert. Zu 
diesem Zweck bilden wir (für m > 0) den Quotienten des (tw -|- If^^ 
Gliedes durch das m*°; wir erhalten: 

Man sieht, daß er mit wachsendem m unendlich groß wird, wenn 
die zweite Koordinate von r negativ ist, dagegen unendUch klein, 
wenn sie positiv ist; und zwar gleichmäßig für alle endlichen Werte 
von V und alle dieser Bedingung genügenden Werte von t. Ebenso 
wird gezeigt, daß unter derselben Bedingung auch der zu negativen 
Werten von wi gehörende Teil der Eeihe konvergiert. Wir haben 
aber seit § 14, II an der Voraussetzung festgehalten, daß die zweite 
Kooidmaie von r positiv sei, können also jetzt sagen 

I Die Reihe (6) honveigiert gleichmäßig tn jedem in Betracht 
kommenden Gebiet der J ariabeln v und r, d h in jedem Gebiet, da/, 
nur endliche JJ eife lon v njui nur Werte ton t mit pontivei zweiter 
Koordinate enthalt 

Indem man die ausgeführten bchiitte rückwärts verfolgt, ubei 
zeugt man sich, diß die durch diese Eeihe definierte ganze trans- 
Bcendeute Funktion von v auch wirklich alle veilangten Eigenschaften 
besitzt Wii vervollständigen die Definition noch diduich daß wn 
den Koefhjfienten A^, dei bii jetzt noch eine willkürliche Funktion 
von r 'jein konnte, von r unabhängig und zwai = 1 innehmpn 
Wii dehmaen also 

n 4h fundamentale fhetafunktion bezeichnen wii dip duirh die 
üelhe 

dargestellte ganze transscendente Funktion von v. 
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§ 43. Thetafunktiimen höhere}- 



Zieht man je zwei G-lieder mit entgegengesetzten Vorzeichen 
zusammen und führt trigonometrische Fanktionen ein (I, § 40, 6), 
eo erhält man die Darstellung: 

benutzt man bereits die in § 21, (16) eingeführte Bezeichnung, so 
kann man auch schreiben: 

10) '^M^SJ™™^'™- 

Diesen expliciten analytischen Darstellungen der Thetafunktion 
entnehmen wir noch die beiden folgenden Sätze; 

in. J)ie fundamentale Thetafunktion ist eine gerade Punktion von v, 
d. k. es ist: 

11) ff(-.!t)_»(»|t). 

IV. Sie genügt der partiellen Differentialgleichung: 

Jedes einzelne Glied der Reihe genügt uämlich dieser Gfleichung; 
und da die Reihe gleichmäßig konvergiert, so dürfen die Differen- 
tiationen nach I, § 50, II gliedweise Tollaogen werden. 



§ 43. Thetafunktionen höherer Ordnung. Positiver Teil 
des HERüfliTE'schen Satzes. 

Die wirkUche Existenz von Thetafunktionen höherer Ordnung 
kann ganz analog durch Aufstellung von Reihenentwicklungen solcher 
Funktionen dargethan werden, wie es in § 42 für die Theta- 
funktionen erster Ordnung geschehen ist. Auch hier dürfen wir 
uns zunächst auf die Funktionen der Charakteristik (0, 0) beschränken, 
da wir nach § 37, VII von diesen zu Funktionen einer beliebigen 
Charakteristik durch Vermehrung der Argumente um Konstante 
kommen können. Wie in § 42 schließen wir aus der Gleichung: 

1) 8(.+ l)-0W, 

daß jede solche Funktion sich durch eine gleichmäßig konvergente 
FouBiEBsche Reihe der Form: 

2) S<«'— • 
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daratelleQ lassen muß. Soll diese Entwickluiig auch die G-leichung 

befriedigen, ao muß 

oder wenn man rechts den Summationsbuchstaben m dorcli m + n 
ersetzt: 

sein. Die Koeffizienten müssen also durch die Rekursionsformel : 

verbunden sein. Diese Itekursionsformel läßt noch « toii den Koef- 
fizienten A unbestimmt; wir können z. B. J^, Ä^, A^ . . . A^_^ will- 
kürlich aünehmen. Setzen wir z. B. alle diese Koeffizienten bis 

auf Aa gleich Null, Ä^ = h " , so werden von den Koeffizienten A 
nur diejenigen von Null verschieden sein, deren Index modulo n 
zu K kongruent ist; und zwar wird: 

sodaß man eine Keibe der Form erhält: 



Man sieht, daß diese iteihe sich folgendermaßen durch die funda- 
mentale Thetafunktiou ausdrückt: 

6) ,..(.|i) = ,"'''"'i''a(«. + «i|«t). 

Damit ist auch zugleich die Konvergenzfrage entschieden; denn die 
zweite Koordinate von n-c hat dasselbe Vorzeichen wie die von t. Wir 
haben also in der That n verschiedene ganze transBcendente Funk- 
tionen gefunden, die den Bedingungen Genüge leisten; zugleich geht 
aus der Entwicklung hervor, daß jede andere Funktion dieser Art 
sich aus den angegebenen linear und homogen mit von u unab- 
hängigen Koeffizienten zusammensetzen läßt. Damit ist der negative 
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Teil des HEKMiTEschen Satzes (§ 40, V) von neuem abgeleitet; 
darüber hinaus aber sehen wir jetzt noch: Jede der n Beihen (5) 
enthalt andere Potenzen von z, es kann also zwischen ihnen keine 
hneare Relation mit von v unabhängigen Koeffizienten bestehen. 
Wir kimnen also jetzt auch den positiven Teil des HBEMiTESchen 
Satzes aussprechen; 

I M gieht wirklich n voneinander linear unabhängige Theta- 
funktionen n'^ Ordnunff; 

odei allgemeiner; 

II. Zu behellig vorgegebenen Werten der Perioden I. und IL Art 
und, der Parameter, die den Bedingungen § 14 (2) und § 37 (9) ge- 
nügen,, gieht es stets wirklich n voneinander linear unabhängige jACOsiscke 
ßan:/itionen der positiven Ordnungszahl n. 

§ 44. Thetafunktionen mii von Null verschiedener Charakteristik. 

Durch die in § 42 eingeführte fundamentale Thetafunktion 
lassen sich alle Thetafunktionen, weiterhin überhaupt alle elhptischen 
Funktionen III. Art ausdrücken. Zunächst ist nach § 37, VU 
^ U _ ^' '^ ~ ^' j als Funktion von v betrachtet eine JAConische Funktion 
mit den Perioden I. Art 1, t, den Perioden II, Art 0, — 2ji! und 
den Parametern 0, —ßiT + ßg; es ist also für sie A=0 (§ 41, 6) 
und wenn, wie wir annehmen dürfen und wollen, g^ und g^ reell 
sind, so ist für sie /^ — — gi nnd die Zahlen g-^, g^ bilden ihre 
Charakteristik (§ 41, 7). Aus % 41, 8 folgt also: 

I. Die Funktion: 

1) />|t)_C.--..-*(»-?i^) 

ist eine Thetafunktion erster Ordnung mit der Charakteristik (g-y, g^\ 
und jede solche Funktion stellt sich in dieser Form dar. 

Unter allen diesen Funktionen wollen wir eine bestimmte 
herausgreifen, nämhch diejenige, bei der die Abhängigkeit der Kon- 
stanten C von T so festgelegt ist, daß die Funktion der partiellen 
Differentialgleichung (12) von §42 gleichfalls genügt. Um die dazu 
erforderliche Rechnung durchzuführen, bezeichnen wir mit (r-) den 
partiellen Differentialquotienten von ■&■ nach t, gebildet ohne Enck- 
sicht auf eine etwa vorhandene Abhängigkeit des Arguments von r, 
und schreiben & für & [v — ~ ) ; T'ir haben dann: 
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df ^ „;„ « f ■ a , 3*1 

_=e -'S." J6(^^J- ^- — + ^*|. 

Soll also die erwähnte Gleichuüg erfüllt sein, so muß C der ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung: 

genügen, mit andern Worten, es kann sich von 



nur durch einen auch von z unabhängigen Faktor unterscheiden. 
Dieser Faktor, der eventuell noch von der Charakteristik abhängen 
kann, wird von verschiedenen Schriftstellern verschieden gewählt; wir 
wollen ihn mit Hekmitb für alle Charakteristikeo gleich 1 annehmen. 
n. Demgemäß definieren wir die Thetafunhüon erster Ordnung mit 
der Charakteristik (g.^, g^) vollständig durch folgende Gleichung: 

. 2) »,.,.{") = .^-'.■«■-■'....'*(. - '-^)- 

Setzt man in ihr für die fundamentale Thetafunktion ihre 
Eeihenentwicklung, so erhalt man: 

Ersetzt man in einer solchen Thetafunktion das Argument v 
durch V — }{y^T — y^), so erhält man: 



_ (gl 4- n)i - (ffa + nA 



Andrerseits ist aber die Thetafunktion mit der Charakteristik 
(i7i +ri, ^3 + ^3): 
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I = e-'^'(»' + /.U"-V,fe + !■.)'] ,9- fü — ^ 

Vergleichimg von (4) und (5) giebt: 
HL die allgemeine Verwandlung sformel: 






Aus dieser allgememen Formel ergeben sich eine Reihe von 
speziellen, Zunächst erhält man für 7i~ ^ 9\< Ts — ~ /s ^^^ 
Formel : 

die als Umkehrung von (2) angesehen werden kann; femer iur 

8) *,.,.(" -r) = .-'0- -■'»,. + 2, ,.(«) 
und für y^ =0, /g = 2; 

9) *»,.(-■ +1) = «-""■*,„ .. + 2M- 

Es ist aber zufolge der Definition der Thetafunktionen : 

nnd: 

*„.('' + i) = «-"■*„,.(* 

also folgt aus (8) und (9); 

10) f-,.*', ..{')-'•■•'»„„('), 

11) .V ,. + »(')= >».,..(•)• 

(Zu diesen Formeln vergleiche man die Schlußbemerkung von § 38.) 
Bndlich sei noch eine Formel erwähnt, deren Richtigkeit man 
direkt aus der Definitionsformel abliest, wenn man berücksichtigt, 
daß die fundamentale Thetafunktion eine gerade Funktion ihres 
Arguments ist (§ 42, 111); nämlich: 

12) &-,,, -,A-^)-^s,,M 



§ 45. Hauptcharakierisfiken. 

I. Ab „Jiauptcharakteristiken" hezeicknet man diejenigen, deren 
beide den Wert oder 1 haben. 
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110 JACOBisehe Funktionen. 

Zufolge der Gleichungen § 44 (10), (11) giebt es deren Tier 
■wesentlich verschiedene, nämlich außer der fundamentalen (0, 0) noch 
die drei (0, 1), (1, 0), (1, 1). Die augehörigen ITietafunktionen sind: 



*„.(»h 



= »{v + i\,: 


1 






= 2«-'i-'+ 


2»(^-i.i/i)] 






- 1 + 22}- 


. l)-4.. 


" COS 2 wi 


VTi; 


= ,->■(.-■/.. 


.)*(,- 


i»'t) 




:Ir'"- 


,W. + 2(Bt 


-V.)«] 




-224(- + V. 


)'oos(2» 


.+ 1)01 




= .-■-"•'■-'/,.: 


'#(» + 


i-i'l 


■'■) 


=Jr'"- 


'W'' + 3( 


m - '/.) (« + 


VJ] 


= 2"'S(-1) 


.JC + 'i 


.)'sin(2m 


, + 1)« 



«■„.(«l') 



Da man mit diesen Funktionen sehr viel zu rechnen hat, ist 
eine kürzere Bezeichnung als die durch Doppelindices wünschens- 
wert; man setzt nach Weieestbass: 

und bezeichnet dann wohl auch die fundamentale Thetafunktion oder 
&^,^{v) mit &^{vy 

Wie aus ihrer Definition hervorgeht, sind &^{v) und S-^(v) ebenso 
wie ö-g (tj) gerade Funktionen ihres Arguments; h\ («) dagegen ist eine 
ungerade Funktion. 

Ihrer häufigen Verwendung wegen lohnt es sich, die Formeln 
für die Vermehrung des Argumenta um halbe oder ganze Perioden, 
die sich aus § 44 ergeben, für diese Funktionen explicite zusammen- 



Faktor, statt ihn mit Hbbmite = 1 zu setzen, mit H. Wbbbk = e '«"'S'^ setat. 
Dann werden aber die aUgemeiaen Fonueln jenes Paragraphen weniger einfach. 
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.an hat dabei auch die Gleichungen (10) und (11) dea- 
zu beachten. Man hat zunächst: 



6) 



6) 



*,(«+!)_ *,M, #,{» + t)--, 
*,(. + !)=-»,(.), #,(v + r)_-; 

femer; 

*.(» + «- »,(«), 

*>(•■ + «»-«iW. 



-«<IS"f)t9-,(..), 






+ ^ = " 



*4'' + y)= •—"• + ■'• -'-9, M, 



§ 46. Übergang von den Sigma- zu den Thetafunktionen. 

Zu den jACOBischen Funktionen gehören gemäß ihrer Definition 
auch die Sigmafunirtionen. Das Hauptsigma speziell (§ 20, 6. 7) ist 
eine jACOBIsche Funktion erster Ordnung, mit den Perioden I. Art 
2 e»j , 2 ojg , den Perioden 11. Art 2 ijj , 2 ^3 und den Parametern 
], 1. Es ist also eine mit &^ verwandte Funktion und muß folg- 
lich mit '^j durch eine Formel verhundeu sein, die einen Spezial- 
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fall der allgemeinen Formel § 41, (8) vorstellt. Bestimmt man 1 
und /( in der dort angegebenea Weise, so findet man für diesen 



1) (TV. = Ce^"^ ,\{v) = Ce^^'""^d-^{v). 

Die Konstante C läßt sich bestimmen, ;indem mau 
nach u differentiiert und dann m = setzt; man erhält so. 



2) 



• »iW 



Ebenso sind die Nebensigma verwandt zu den Thetafnnktionen 
mit den drei von (1, 1) verschiedenen Hauptcharakteristiken. Man 
erhält die entsprechenden Formeln auf ganz demselben Wege (nur 
daß 68 zur Bestimmung des konstanten Faktors keiner Differentiation 
bedarf), nämUch:^ 






5) '.«— $^- 

An diesen Formeln (2) bis (5) ist noch unbefriedigend, daß in 
ihnen die „Thetanullwerie", d. h. die Werte der Thetafunktionen und 
ihrer Differentialquotienten für den Wert des Arguments, vor- 
kommen, die man nicht als bekannt wird ansehen wollen, wenn man 
von den Sigma aus die Theta einführen will. Es entsteht daher 
die Frage, nach welchem Gesetze diese G-rößen von den e^, e^, e^ 
abhängen. Man kann diese Frage auf zwei ganz verschiedenen 
Wegen beantworten: entweder durch direkte Umformung der un- 
endlichen Produkte der §§ 21 und 31 in die unendlichen Eeihen 
der §% 42 und 45 ; oder durch Umformung der partiellen Differential- 
gleichung § 42, (12), durch die der von u unabhängige Faktor in 
den Thetafunktionen bestimmt war. Den ersten Weg woUen wir 
im nächsten Paragraphen einschlagen, den zweiten Icönnen wir erst 
später (§ 59) betreten. 



' Die Indieea der Thetafimktioneii Bind modulo 
Einheit größer als die der ihnen ent^preehenden Sigmafunkti 
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§ 47. Darstellung der Thetafunktionen durch unendliche Produkte. 

Da die Formeln § 30, (10), (II) und § 45, (6) bis (8) den Über- 
gang von jeder Sigma-, bezw. Thetafunktion zn jeder andern darch 
Addition halber Perioden gestatten, so genügt es, wenn wir die Uni- 
formung des unendlichen Produkts in die unendliche Reihe für eine 
der Tier Sigmafunktionen durchführen. Am bequemsten ist es, dazu 
die Funktion g^u zu wählen, die der fundamentalen Thetafunktion 
zugeordnet ist. Statt des unendlichen Produkts betrachten wir zu- 
nächst das endliche: 

') /.w = n/i + A'-'oci + 4»— ^-'). 

Dieses Produkt ändert seinen Wert nicht, wenn man z mit — z 
vertauscht; seine Entwicklung nach Potenzen von z^ mit positiven 
und negativen Exponenten hat also die Fonn; 

"Von den Koeffizienten dieser Entwicklung ist, wie man direkt 
sieht, der letzte: 

3) J^""- A.Aä. /(»... ä3™-i = A'"™; 

für die übrigen leiten wir eine Eekursionsformel ab. Die einzelnen 
Faktoren von f^{z) vertauschen sich nämlich zum größten Teil unter- 
einander, wenn man z durch hz ersetzt; es fallen nur 1 + hz^ und 
1 + A^^-i^-s weg und 1 + A^™ + 1ä*, sowie 1 + h-'^z^^ kommen 
neu hinzu, sodaß man die Gleichung erhält: 

oder: 

4) (A^™ + hz^)f^{hz) = (1 + h'^^^^z')f„Xz). 

Entwickelt man die beiden Seiten dieser Gleichung nach Potenzen 
von z und vergleicht die Koeffizienten von s^", so erhält man die 
le Eekursionsformel: 
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Diese Formeln zeigen, daß man eine etwas einfachere Entwick- 
lung für die Funktion: 

') ip.M- na -*■'')•/.(') 

erhält; setzt man nämlich; 

8) <f..M - ".'•■' + i;^A"»f'(z" + »-"), 

so wird: 

9) a'f -h-"Ä'fll(l - h->')-f\(\- *''}j|la- *■'), 

10) a.«__n ('-*")• 

F^r den absoluten Betrag dieser Koeffizienten rt**" können wir leicht 
eine obere Grenze angeben; denn da das unendliche Produkt 

flu - »'•) = -H. 

{§ 32, 6) unbedingt konvergiert, jedes der Produkte aj^"' aber nur 
einen Teil der Faktoren dieses unendlichen Produkts enthält, eo 
folgt, daß für alle Werte der Indices k, m: 

11) |af)<«_nn + i*,'') 

ist. Man erkennt auch, daß man für jeden gegebenen Wert des 
Index k and jede gegebene Größe sMso bestimmen kann, daß; 

12) I «<•' - 1 1< , 
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wird, sobald m> M ist. Andeierseita haben ■wir aber in § 42 ge- 
sehen, daß die unendliche üeihe 

13) y'(2) = i + |;^A*n^" + «-'^) 

unbedingt konvergiert, infolgedessen kann man, wenn irgend eine 
positive Größe e gegeben ist, K so bestimmen, daß: 

13a) 2|Ä**{23'= + z-3"')|<£ 

wird. Wegen (11) wird dann auch: 

14) 2|4""A**(^2'+^-")|<«5. 
i = if + i 

(Natürlich hat diese Ungleichung nur für m > Z eine Bedeutung.) 
Nachdem so K festgelegt ist, können wir M so wählen, daß die Un- 
gleichung (12) für m > Ji/" und für alle k^K besteht. Also können 
wir .¥ auch so groß wählen, daß die Ungleichung: 

15) ^\{af'-l)h^>^{z''>' + z-^'')\<B 

für alle m> M stattfindet. Dann folgt aus (13a), (14) und (15), daß: 

16) \F{£)-^,{z)\<,{2 + a) 

wird, sobald m > Jf ist; und zwar geht aus der Ableitung selbst 
hervor, daß man es so einrichten kann, daß diese Ungleichung in 
irgend einem Bereiche der Variabein h und z besteht, der ganz im 
Innern des Konvergenzbereichs der Eeihe (1 3) liegt. Diese Ungleichung 
(16) sagt also aus, daß die Funktion <p^{z) mit wachsendem m in 
jedem solchen Bereiche gleichmäßig gegen die Funktion F{z) kon- 
vergiert. Hält man andererseits die, Gleichung (7) mit der Glei- 
chung (1) zusammen, so sieht man, daß ^f^i^) nichts anderes ist, 
als das Produkt der ersten m Faktoren des unendlichen Produkts: 

fljy -4")(1 +4ä'-'^ä)(l +4^-is.-»)|. 

Es folgt ako, daß dieses Produkt unbedingt und gleichmäßig kon- 
vergiert (wie wir übrigens schon aus § 31 wissen) und daß sein 
Wert identisch ist mit dem der unendlichen Reihe F{z). Durch das 
Produkt haben wir in § 31 die Funktion a^u, durch die Reihe in 
§ 42 die Funktion &^{-d) dargestellt; das Resultat der Untersuchungen 
ihen ist also die Gleichung: 
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17) »,(1.) = e-ü»..'fia - *")ü/i + *''-')'<',« 

oder mit Rücksicht auf § 32, (93); 

18) =l/^>''i-">''^'""' '■">"• 

Durch Vermehrung der Argumente um Halbperioden lassen sich 
aus dieser G-leichung drei andere ableiten, die die drei andern Theta 
mit den drei andern Sigma in Beziehung setzen; nämlich; 

19) *.H-|/^%=/'.^'--v,«. 

20) », w = i/i;- ^-''sf- .-'•..».-,,«, 

21) *,(,) = |/!|!-^ee-^«—V». 

(Am einfachsten erhalt man diese Gleichungen aus (17), wenn man 
zunächst die in § 30 mit T bezeichneten Funktionen statt der o 
einführt.) 

Was die Werte der in diesen i"'ormeln auftretenden Wurzel- 
größen betrifft, so iann für ")/2w^/it ein beliebiger Wert gewählt 
werden; unter den vierten Wurzeln aus den Differenzen der e sind 
dann diejenigen Werte zu verstehen, die sich für diesen Wert Yon 
'^2co-^j% aus den Gleichungen (23) von § 32 ergeben. 

§ 48. Thetarelationen. 

Zwischen, den Thetafunktionen mit Hauptcharakteristiken be- 
stehen Delationen, die wir mit Hilfe ihrer Ausdrücke durch die 
Sigmafunktionen aus den zwischen diesen bestehenden erhalten 
könnten. Wir können sie aber auch aus der Theorie der Theta- 
funktionen selbst ableiten, und zwar aus dem Hf-BMiTESchen Satz 
(§ 40). Denn das Produkt aus einer Thetafunktion m^' Ordnung 
mit der Charaliteristik {g^, g^ und einer Thetafunktion w*™' Ordnung 
mit der Charakteristik (Aj, Ag) ist eine Thetafunktion (m -|- m)*™ Ord- 
nung mit der Charakteristik {g^ + \, g^ + Ag). Da man nun, ab- 
gesehen von . den niedersten Fällen, mehr als m -|- m solche Produkte 
mit derselben Charakteristilr bilden kann, so lehrt der HJERMiTEsche 
Satz die Existenz linearer Relationen zwischen ihnen kennen. Die 
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Koeffizienten dieser Eelationen lassen sich dann a posteriori dadurch 
bestimmen, daß man in der zunächst mit unbestimmten Koeffizienten 
angesetzten Eelation der Variabein nacheinander eine genügende 
Anzahl geeigneter spezieller Werte beilegt und die Koeffizienten 
aus den so entstehenden, in Bezug auf sie hnearen Gleichungen 
berechnet. 

Für den Fall m + w = 1 erhalten wir noch keine solchen Eela- 
tionen; denn es giebt zu jeder CharaJtteristik nur eine Thetafunktion 
erster Ordnung. Auch der Fall m + n = 2 hefert noch keine Eela- 
tionen, wenn die Charakteristik (^j -(- Aj, tf^ -\- h^) von (0, 0) ver- 
schieden ist. Denn jede von (0, 0) verschiedene Charakteristik läßt 
sich nur auf zwei Arten als Summe zweier Hauptcharakteristiken 
darstellen (z. B. (0, 1) = (0, 0) -|- (0, 1) = (1, 0)-|-(l, 1) (mod. 2)); 
und die zugehörigen Produkte stehen, wie man aus ihren Nullpunkten 
sieht, zu einander nicht in konstantem Verhältnis. Dagegen läßt 
sich (0, 0) auf vier verschiedene Arten als Summe zweier Haupt- 
oharatterietiken darstellen: 

(0, 0) = (0, 0)-h(0, 0)-(Ü, !} + (Ü, 1) 

= {1, 0) + [l, 0) = (1,-1)4-(1, 1) (mod. 2). 

Daraus folgt, daß die Quadrate der vier Thetafunktionen als Theta- 
funktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik (0, 0) angesehen 
werden können; es können also höchstens zwei von ihnen linear 
unabhängig sein. Man sieht aber sofort, daß irgend zwei von ihnen 
wirklich hnear unabhängig sind. Denn würde zwischen zwei Theta- 
quadraten eine homogene hneare Eelation mit von v unabhängigen 
Koeffizienten bestehen, so würde daraus eine ebensolche Eelation 
zwischen den betreffenden Thetafunktionen selbst folgen. Eine solche 
kann aber nicht existieren, da sie verschiedene Charakteristiken 
haben, also verschiedenen Funktionalgleiohungen genügen. Durch 
zwei beliebige der vier Thetaquadrate müssen sich also die beiden 
andern linear und homogen ausdrücken lassen, mit andern Worten, 
es müssen zwei Eelationen der folgenden Form bestehen: 

*,'{«) = C.,V(-) + «!«»,'(»). 

Setzt man in diesen Eelationen v = und sclireibt, wie es 
üblicli ist, &a für ^„(0), so findet man: 
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setat man aber j; = ^ r und berücksichtigt die Gleichungen % 45, 7, 
so findet man: 

&^^ = - cg *„^ d-^^ = - c^ '^'■ 

Die Relationen lauten also: 
1) A- &o^&^\v) - &^^&^Hv) + ö-/.9'j2(i?) = Ü, 

Für die Bedeutung dieser Forreieln ist es wesentlich , daß ihre 
Koeffizienten nicht Null sein tonnen. Ea gilt nämlich der Satz: 

I. Für keinen der Bedingung IT von § 14 genügenden Wert von r 
kann einer der drei ThetanuUwerte den Wert Null annehmen. 

Denn wäre einer dieser Werte gleich Nall, so würde die zu- 
gehörige Thetafunktion für v = von der zweiten Ordnung Null 
werden; denn sie ist nach § 44 (12) eine gerade Funktion, also 
*'(0) = 0. Das stünde aber mit Satz IV von § 37 im Widerspruch. 

Übrigens erhalten wir aus der Gleichung (2), wenn wir in ihr 
T = -| setzen and die Gleichungen (6) von § 45 benutzen, eine 
Relation zwisclien den The tan all werten, nämlich; 

Die zu Beginn dieses Paragraphen durchgeführten Überlegungen 
liefern außer den Relationen (1) und (2) noch eine große Menge 
weiterer; man kann sich aber auf folgendem Wege überzeugen, daß 
alle diese Relationen bereits aus (1) und (2) folgen. Zur Ab- 
kürzung werde: 

4) »,(')-'• *,(«)-y, »,{«) = ', ».(«)-» 

gesetzt; ferner: 

17^ = «, - - =^ ß; 

es wird dann identisch (d. h. auch wenn man a:, y, z, w als voneinander 
nnabhängig veränderliche Größen, betrachtet): 

Infolgedessen kann man jede homogene rationale ganze Funktion 
der vier Variabein x, y, z, w durch identische Umformung auf die 
Form bringen: 

5) F=MjÄ+ M^B + f^ + s/; +"'/3 +wzf^, 



yGoosle 



§ 49. Ädditionstkeoreme der TheiafwnMionen. 119 

in der J^ und M^ homogene Funktionen aller vier Variabeln, f\, 
f'i' fa' /i ^^^^ solche Funktionen von x und y allein bedeuten. 
Wenn nun eine solche Funktion die Eigenschaft hat, Null zu werden, 
sobald man für die x, y, z, v> die Werte (4) setzt, so muß auch die 
Summe der vier letzten Glieder in (5) für sich Null werden. Das 
ist aber nar möglich, wenn sie identisch Null ist. Denn jedes ölied 
dieser Summe hat eine andere Charakteristik, müßte also für sich 
Null sein; und das ist nicht möglich, da zwischen ■d-^i^) und -d-^iv) 
allein keine homogene Relation besteht. Also folgt: 

IL Jede homogene Funktion von vier Variabein, die Null wird, 
wenn man diese vier Variabein durch die vier Thetafunktionen mit 
Hauptckarakteristikert ersetzt, läßt sich durch identische Umformung in 
die Gestalt M-^Ä -\- M^B setzen; 

und daraus: 

111. Jede homogene Selation zwischen den vier Thetafunktionen ist 
eine Folge der Relationen (t) und (2). 

Andere als homogene Relationen können zwischen den Theta- 
funktionen nicht bestehen. Denn homogene ganze Funktionen der 
Thetafunktionen von verschiedenen Dimensionen sind Thetafunktionen 
von verschiedener Ordnung, können sich also nicht gegeneinander 
wegheben. 

§ 49. Additionstheoreme der Thetafunktionen. 

Aus den in § 35 behandelten Additionstheoremen der Sigma- 
fnnktionen ergeben sich unter Benutzung der Formeln (17) bis (21) 
von § 47 entsprechende Theoreme für die Thetafunktionen. Aus 
der Theorie dieser letzteren selbst erhält man dieselben Theoreme 
durch folgende "Überlegungen: 

I. Die Produkte ■ti'g,g,{v- + v) xfg^g^iu — v) sind als Funktionen 
von u betrachtet, Thetafanktionen zweiter Ordnung mit der Charak- 
teristik (0, 0); sie lassen sich also hnear durch irgend zwei Theta- 
quadrate ausdrücken. Die Koeffizienten dieser Ausdrücke sind 
Funktionen von v; man bestimmt sie, indem man für u nacheinander 
zwei geeignete Halbp er i öden setzte Set^t man z.B. in derEelation: 

»,(u + ,) », (. ^ ,) - A{v),f,'{u) + £(.)*,'(«) 

u ='0, so wird &j(u) = und man erhält A; setzt man u = —^t 
so wird &^{u) = und man erhalt B. So findet man: 

1) »,">!,{' + >•)■'„(" - ") - »,'(')»,» - *,"(«)•','» 
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II. Die Produkte ri-g_g^{u + v)&^^!,^(u — v) aind als Funktionen 
von u betrachtet, Thetafimktioiieii zweiter Ordnung mit der Charak- 
teristik {ff^ + Aj , ^3 + Äg). Jedes solche Produkt läßt sich also durch 
zwei Produkte zweier TÜetafunktioneu yoq m allein ausdrücken, mit 
Koeffizienten, die noch von v abhängen, z. B.: 

H;{u + ,)*,(« - ,) = J{v)»M»,{,) + £(.)»,(«) ,»,(«). 

Setzt man hier m = oder = ^ , so findet man Ä; setzt man 

M = -^ oder u = -^ , so findet man B. Das Resultat ist: 

§ 50. Die DifTerentialgleichungen der Tlietaquotienten. 

Daß die Quotienten je zweier Thetafiinktionen algebraischen 
Difi'erentialgleiehungen erster Ordnung und zweiten Grades genügen, 
in denen die unabhängige Variable explicite nicht vorkommt, folgt 
aus der entsprechenden Eigenschaft der Sigmaquotienten (§ 34). 
Aus der Theorie der Thetafunktionen selbst gewinnt man diese Glei- 
chungen durch folgende Überlegungen: 

Der Differentialquotient einer jAConischen Funktion nach dem 
Argument ist selbst keine jACOBische Funktion, sondern verhält 
sich bei Vermehrung des Arguments um eine Periode so, wie es in 
§ 37 (10), (11) angegeben ist, Jene Gleichungen selbst zeigen aber, 
daß die Determinante: 

eine JACOBische Funktion ist, wenn T^ und 2^ irgend zwei jAconische 
Funktionen mit denselben Perioden I. und II. Art sind. Insbesondere 
ist die Determinante-. 

(in der die Accente Differentiationen nach v bedeuten) eine Theta- 
fiinktion zweiter Ordnung der Charakteristik ^1 + 1/3, Aj + k^). Als 
solche läßt sie sich (vgl. § 49, II) hnear und homogen durch zwei 
Produkte je zweier Thetafunktionen ausdrücken; und da sie .ent- 
weder eine gerade oder eine ungerade Funktion von v ist, so 
kann von diesen beiden Produkten nur das eine auftreten. So er- 
hält man z. B. : 
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2) *oW*i'W - *,(")*.■(■') = ^*2W*aW 

oder: 

o> J_ »A"! - ^0^'' :^lW_ *4(^) 

Der hier auftretende von v unabhängige Faktor läßt sich ver- 
einfachen, wenn man die in § 47 aus der Theorie der Sigmafunii- 
tionen abgeleiteten Ausdrucke der ThetanuUwerte benutzt. Unab- 
hängig von dieser Theorie lä£t sich eine solche Vereinfachung durch 
folgende Überlegungen erzielen: 

DiffereotiJeren wir die beiden Seiten der Gleichung (2) noch 
zweimal nach v, so erhalten wir: 

»o(»)<»,'"(«) + «■,'(»)*,"('■■) - *."(»)*,'(•') - *.'"(")'5,(") 



und wenn wir hierin i; = setzen; 

Ersetzen wir in dieser Gleichung vermöge § 42, (12) zwei 
Differentiationen nach v durch eine solche nach r, so geht sie über in: 
dlog&,' _ d log (gp gj &^) 

Es muß aiso: 
4} &^' = Ci%&^&.^ 

sein, wo Ü eine auch von t unabhängige Konstante bedeutet. Durch 
Vergleichung der Änfangsglieder der Reihenentwicklungen nach 
Potenzen von h findet man: 

5) C = ffi. 

§ 51. Partialbruchzerlegung der elliptischen Funktionen III. Art 
von positiver Ordnungszalil. 

Nachdem wir nunmehr die Theorie der jAsoBischen Funktionen 
zu einem gewissen Abschluß gebracht haben, kehren wir wieder zur 
allgemeinen Theorie der elliptischen Funktionen III. Art zurück 
indem wir zunächst den Satz beweisen: 

I. Jede elliptische Funktion III. Art läßt sich als Quotient zweier 
jAooBi.Khen Sanktionen darstellen. 
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Denn: wir können immer eine jAcoBische Funktion n^^" Ordnung 
mit denselben Perioden I. und II. Art wie die vorgelegte Funktion 
büden, die in allen Polen der vorgelegten Funktion Null wird; 
nämlich, wenn t{u) eine JACOBisclie Funktion 1, Ordnung mit diesen 
Perioden und der Charakteristik (1, 1) bedeutet und öj, b^...h^ 
die Pole sind, das Produkt: 

1) ((«-»,)*(■<-«,)...'(»-«,)• 

Das Produkt aus dieser Funktion in die gegebene ist dann nach 
§ 37, V ebenfalls eine elliptische Funktion III. Art, und zwar, da 
sie keine Pole mehr hat, eine jAcosische Funktion, w. z, h. w. 

Wenn wir auch die im Zähler stehende JACOBische Funktion 
in der Form (1) darstellen, erhalten wir eine Darstellung der ellip- 
tischen Funktionen III. Art als Quotienten von Produkten von 
jACOBischen Funktionen I. Ordnung, von der die in § 22, TI und 
§ 28, VII gelehrten Darstellungen der elliptischen Funktionen I. und 
II. Art spezielle Fälle sind. 

Andererseits gelangen wir auch zu einer Partialbruchzerlegung 
der elliptischen Punktionen III. Art durch eine Verallgemeinerung 
der Untersuchung von § 43. Bezeichnen wir die Funktion 3^''mit 
x{2\ so sagt die Q-Ieichung (5) jenes Paragraphen aus; die Funktion: 

2) »,w-2*"'^'"/(*'') 

hat die Eigenschaft, daß: 

e.C")- 2*"'"* '""'"';f ('■'*'*) 

ist. Wie man sieht, ist diese Eigenschaft einer Summe der Form (2) 
von der speziellen Natur der Funktion j' ganz unabhängig; der 
Beweis setzt von ihr nichts weiter voraus, als daß sie eindeutig und 
so beschaffen ist, daß die Eeihe konvergiert. Das letztere ist sicher 
dann der Fall, wenn man sowohl für lims = 0, als für limz = co 
je eine Zahl M und einen Exponenten v so bestimmen kann, daß: 

4) lim ^ = M 

ist. Denn dann ist: 
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lim Ä^^^hr, 

der Quotient zweier aufeinander folgenden Glieder der Eeihe kon- 
yergiert also, wenn n positiv ist, gegen Null; und für \iuip = — oo 
gilt entsprechendes. 

Insbesondere ist diese Bedingung erfüllt für jede rationale 
Funktion. Verstehen wir unter ;^(z) eine solche Funktion, die zu- 
gleich eine gerade Funktion von z ist, also eine rationale Funktion 
von z^, x{^) = /i (s^')i so stellt die Eeihe (2) eine mit der fundamen- 
talen Thetafunktion gleiohändrige Funktion von v dar, die überall 
bis auf Pole regulär ist; jeder Pol der rationalen Funktion ^j giebt 
nämlich zu einem Pol dieser Funktion in jedem Periodenparallelo- 
gramm Veranlassung. Wir werden also inabesondere eine Funktion 
dieser Art erhalten, die in jedem Periodenparallelogramm nur einen 
und zwar einfachen Pol hat, wenn wir für x(^) ^^^^ gebrochene 
Funktion ersten Grades nehmen. So werden wir dazu geführt, als 
Elementarfunktion in. Art die folgende zu benutzen: 



.^l,.,',2.. 



i' 



indem wir nämlich, ebenso wie: 



6} e 2"i = j, auch e ^'^ = ^ 

setzen. Diese Funktion, als Funktion von u betrachtet, genügt den 
Fuuktionalgleichungen § 43, (1), (3); sie hat die Punkte: 

zu einfachen Polen, In den Punkten u — m + 2k^oj^, s^ = C^ ist 
ihr Residuum, wenn man sie als Funktion von z^ betrachtet: 

da in der Umgehung eines solchen Punktes: 



ist, so folgt, daß sie, als Funktion von u betrachtet, in einem 
solchen Punkt das Eesiduum 1 hat. In den Punkten u — le -{• 2 k^ co^ 
+ 2kga)^, 2* = A^'^^ hat sie als Funlftion von z^ das Residuum: 
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also als Funktion von u betrachtet, das Hesidoum: 

7) h^'^n-^"'"- 

Da diesf Ee&iduen ]edenfalls endlich und von Null verschieden 
sind, so kann man duich Differentiation von -^'(w, w) nach dem 
zweiten Argument, das m den Funktionalgleichungen sonst nicht vor- 
kommt, Funktionen eihilten, die denselben Funktionalgleichungen 
genügen und die im Penodenparallelogranim auch nur an je einer 
Stelle, an dieser aber bezw. von der zweiten, dritten .... Ordnung 
unendlich groß weiden Z. B. ist die erste dieser Funktionen: 

Nun gilt der Satz: 

II. Aus diesen Funktionen und den Funktionen <fjp) von § 43 läßt 
sich jede reduzierte elliptische Furdition JH. Art von u mit positiver 
Ordnungszahl und der Charakteristik (0, 0) linear und homogen mit 
von u unabhängigen Koeffizienten zusammensetzen. 

Denn man kann aus diesen F{u) und ihren Ableitungen immer 
eine Funktion bilden, die an denselben Punkten des fundamentalen 
Periodenparallelogramms und in derselben Weise unendlich groß 
wird, wie die vorgelegte; die Differenz zwischen beiden Funktionen 
ist dann eine Thetafunktion n*^' Ordnung der Charakteristik (0, 0), 
also nach § 43 eine lineare Verbindung der (p^. 

Setzt man für die F und die 90 die sie darstellenden Reihen 
und faßt entsprechende Glieder dieser Reihen zu je einem zusammen, 
so erhält man jede reduzierte elliptisohe Funktion IIL Art der Charak- 
teristik (0, 0) darc/estelli durch eine Seihe der Form (2), in der x ^''*^ 
rationale Funktion von z ist. 

§ 52. Eigenschaften der Elementarfunktion ili. Art ais Funktion 

ihres zweiten Arguments; Partialbruchzerlegung der elliptischen 

Funktionen III. Art von negativer Ordnungszahl. 

Die Funktion Fi^, w) ist bei gegebenem u nach I, § 50, I eine 
eindeutige analytische Funktion ihres zweiten Arguments w, die für 
alle endlichen Werte von w sich regulär verhält mit Ausnahme der- 
jenigen, für welche ^ gleich einem der Werte von h'^f s^ wird, d. h. 
mit Ausnahme der Werte: 

1) w = m4-2ä^w, ^'iK'"i i^v h"^^' ±1' ±2...). 
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In diesen Punkten hat sie Pole erster Ordnung; die zugehörigen 
Residuen sind, wenn man sie als Funktion von ^^ betrachtet: 

also wenn man sie als Funktion toq ti> betrachtet (da-j^ = — ^^ ist) 

Vermehrt man w um 2(0j, so bleibt ^^ ungelndert, man 
hat also: 
3) F{u, w + 2 o,j) = F{u, w). 

Vermehrt man aber w um Söj^, so geht ^^ inA^£* über; man 
erhält also zunächst; 

oder wenn man den Summationsbuchstaben p durch p + 1 ersetzt: 

Man erhält also: 
F{u, «, + 2„,)-4-£2-(l'(i<, «.) 

»n +0:1 i,2ny 2b ;.2n 

= 1^ 25'''"'''"'l(*'"')"^'f' + (*''^')-''£'+ ■■■ +£'"1. 

oder mit Berücksichtigung von § 43 (5): 

Die einzelne Funktion F[u, w) ist also, als Funktion ihres zweiten 
Elements betrachtet, keine elliptische Funktion III. Art; aber eine 
Summe solcher Funktionen kann eine elliptische Funktion III. Art 
sein. Es gilt nämlich der Satz: 

I. Die Summe: 

5) ^An%, «>) 

ist eine elliptische Funktion HL AH von w, mit der negativen Ordnungs- 
zahl — n, wenn die Koefßztenten A^ den n Relationen genügen: 
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6) 'SA'P.{^)=» (« = 0,1,2..,«-!). 

In diesen Relationen sind die A^ die Residuen der Funktion in den 
Polen M,. 

Man überzengt sich min, daß in jeder reduzierten elüptiachen 
Funktion III. Art mit negativer Ordnungszahl und der Charak- 
teristik (0, 0) die Residuen solchen Eelationen genügen müssen. 
Ist nämlich 0{m) eine solche Funktion von der Ordnungszahl — n, 
ya("/2»,) eine der Funktionen des § 43, so ist das Produkt 0(p^ 
eine elliptische Funktion I, Art, für die eine der Gleichungen (6) 
den Satz von der Summe der Residuen (§ 14) ausdrückt. 

Andererseits muß eine elliptische Funktion m. Art von nega- 
tiver Ordnungszahl, die keine Pole hat, notwendig identisch Null sein. 

Aus diesen beiden Thatsachen folgt: 

II. Jede reduzier le ellipüsche Funliüon III. Art von negativer 
Ordnungszahl und der Charakteristik (0, 0) läßt sich in der Form (3) 
darstellen. 

Auf Grund der Sätze § 37, VII und § 39, IV lassen sich die 
Sätze dieses und des vorhergehenden Paragraphen auf beliebige 
elliptische Funktionen III. Art übertragen. 



SECHSTEE ABSCHNITT. 

Das ümkehrproblem. 
§ 53. Allgemeine Grundlagen für die Lösung des Umkehrproblems. 

INunmehr können wir die am Schlüsse des ersten Abschnitts 
fallen gelassene Fragestellung wieder aufnehmen. Wir denken uns 
eine zweiblättrige Riem ans sehe Fläche mit vier willkürhch an- 
genommenen Verzweigungspunkten vorgelegt und fragen, ob es stets 
möghch ist, die auf dieser Fläche eindeutigen algebraischen Funk- 
tionen von z, insbesondere z selbst und '^f{z), als elliptische Funk- 
tionen (I. Art) des Wertes darzustellen, den das zu der Fläche ge- 
hörende Integral 1. Grades im Punkte z annimmt. 
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§ 53. Aligemeine Onrndlagm für die Löstmg des Umkekrproblems. 127 

Wir denken uns wieder die vorgelegte Fläche durch geeignete 
Bückk ehr schnitte in eine einfach zusammenhängende verwandelt; 
dann müssen wir vor allem untersuchen, ob die Periodicitätamoduln 
des Integrals; 

1) 



Ji/Aw 



an diesen Querschnitten nicht etwa ein reelles Verhältnis zu einander 
haben. Dazu bedienen wir uns des I, § 35, VII bewiesenen Hilfs- 
satzes. Setzen wir nämlich: 

2) »_» + ■» 

WO xlso L und w leelli. (großen bedeuten sollen, so kennen wu den 
Welt de% Integiils jidu, genommen um die tjesamte Begrenzung 
der duich die Bückkehrschnitte einfach zusammc nh inf>6nd gemichten 
EiEMANNSchen Flache tolgeudennaßen duich die leellen und lem 
imagmaen Bestandteile dei Penodicit itsmoduln von u ausdiuckpn 
Wir hiben m § 4 heieits testge='etzt dei positive Sinn dei 
Queischnitte Ä, B solle so gewählt weiden dili Ä den B von hnks 
nach rechts ubeischieitet 8md dann a^ + a^i und h^ + h^i die 
Penodicitat&moduln von u — ^-\-ili an diesen Queischnitten so 
finden wir, amlog wie m i^ 6 

fvdw = fjjrfw! + i^vdv) — fvdw — fvdw, 
= j ("A- >ig)dw + j{vi- Vg)dw, 

Aus I, § 35, VII folgt also, da u nicht auf der ganzen Fläche 
konstant ist: 

3) a^b^-h^a^ > 0. 
Dadurch ist nicht nur der Satz bewiesen: 

I. Die beiden Periodicitätsmoduln eiJies elliptischen Integrah I. Gat- 
tung stehen niemals in einem reellen Verhältnis zu einander — 
sondern es ist darüber hinaus auch noch gezeigt: 
n. Wenn wir den positiven Sinn der Querschnitte A, B so wie in 
§ 6, VI geschehen, festlegen und dann die Periodicitätsmoduln an diesen 
Querschnitten mit 2m^ und 2m^ bezeichnen, so erfüllen diese Perioden 
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gerade die § 14, IV eingeführte und seitdem stets festgehaltene Voraus- 
setzung, daß der imaginäre Teil des Periodenverhältaisses m^ / ca^ 
positiv sei. 

Wir können also in der Tliat mit den so bestimmten Werten 
als Perioden nach den Methoden der Abschnitte 11 bia V elliptische 
Funktionen von u bilden. Von einer solchen Funktion ip{u) kann 
dann gezeigt werden, daß sie, als Funktion Ton z betrachtet, auf 
der EiEMÄXNBchen Fläche von s = ]/^^ (z) eindeutig und bis auf Pole 
regulär, also nach § 4, V eine rationale Funktion von z und s iat. 
Denn einerseits ist u in der Umgebung jedes Punktes der Fläche 
regulär (§ 7, I), andererseits ist (p{ti) nach Definition (§ 13, JI) eine 
bis auf Pole reguläre Fiinktion von -m; also ist es auch auf der 
Fläche bia auf Pole regulär (vgl. I, § 33, VII). Daraus allein würde 
nun noch nicht folgen, daß es auch auf der Fläche eindeutig ist; 
aber man überzeugt sich davon durch folgenden Schluß: Beschreibt 
z irgend einen geschlossenen Weg auf der Fläche, der die Schnitte 
A und £ bezw. k^ mal und k^ mal von hnlis nach rechts über- 
schreitet, so Yormehrt eich u um 2 Äj Wj + 2 Ag a^ ; dabei kehrt aber 
<p{u) zu seinem Äusgangswerte zurück, da es doch eine eindeutige 
doppeltperiodische Funktion von u mit den Perioden 2 Wj und 2 m^ 
sein sollte. Damit ist in der That der Satz bewiesen: 

in. Jede elliptische Funktion 1. Art des Integralwertes u, deren 
Perioden mit den Teriodieitätsmoduln des Integrals übereinstimmen, ist 
eine rationale FunkUon von z und s. 

Wenn wir aber die Umkehrung dieses Satzes beweisen, d. h. 
wenn wir zeigen wollen, daß jede rationale Funktion von z und s, 
insbesondere z und s selbst, sich als elliptische Funktion von u dar- 
stellen läßt, 80 giebt dazu die Untersuchung der elliptischen Funk- 
tionen I. Art selbst noch nicht die Mittel; wir müssen sie dazu 
notwendig als Quotienten zweier ganzen Funktionen darstellen. 
Denn fiir eine ganze Funktion haben wir in dem Residuensatz ein 
Mittel, um festzustellen, wie oft sie in einem gegebenen Bereich 
einen gegebenen Wert annimmt. Solche ganzen Funktionen lassen 
sich, wenn man ihre Nullpunkte kennt, nach I, § 65 als unendliche 
Produkte darstellen; und man bekommt die einfachste Darstellung 
einer bis auf Pole regulären Funktion als Quotient zweier ganzen 
Funktionen, wenn man in jene Produkte nicht mehr Expouential- 
faktoren aufnimmt, als zur Erzwingung der Konvergenz erforderlich 
sind. Dann wird man aber gerade darauf geführt, die elliptischen 
Funktionen als Quotienten je zweier gleichändrigen JiCOEischen 
Funktionen darzustellen. 
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jACOBische Mmktionen des Integrals I. Qattmig. 



§ 54. JAcoBi'sche Funktionen des Integrals I. Gattung- 

Es sei alao T{u) irgend eine jAcoBiaclic Funktion w""' Ordnung 
von u, deren Perioden 1. Art mit den Periodicitätsmoduln von u 
übereinstimmen. Da u in der „zerschnittenen" Fläche F' eindeutig 
ist und T eine eindeutige und reguläre Funktion von u ist, so folgt 
zunächst, daß T{it) auf F' eindeutig und in dem § 4, I definierten 
Sinne regulär ist. Infolgedessen giebt der CAUCHYSche Satz von den 
Anzahlen der Nullpunkte und der Pole (I, § 46, IV) direkt die 
Anzahl der Nullpunkte von Tu auf der Fläche F', wenn wir das 
Integral : 

um deren gesamte Begrenzung berechnen. Das gelingt aber ohne 
Schwierigkeit. Denn längs A ist {§ 6, VII); 

M, = M, + 2«^, 

also: 

ebenso längs B: 

Der andere Faktor dujdz hat auf beiden Seiten der Schnitte 
denselben Wert. Der Wert des Integrals wird also (vgl, § 19, 13): 



■»./"» -^'■'■./''" 



oder (nach § 6, VlII): 

^2n *(«3 Wj - Gj ft)g) = 2 ?i i.n 

(nach § 37, 9). Es gilt also der Sata: 

I. Jede Jj.c'OBische Funktion n'"" Ordnimg des Integrals I. Gattung u, 
deren Perioden I. Art mit den Feriodicitätsmoduln dieses Integrals über- 
einstimmen, hat auf der zerschnittenen RiEMANmcken Fläche F' gerade 
n Nullpunkte. 

Da nun der Quotient zweier gleichändrigen JAComscben Funk- 
tionen M»«'" Ordnung eine elliptische Funktion w*" Ordnung ist (§37,^^1) 
und da wir andererseits unter einer Funktion re'«'' Ordnung der 

Bl-rkhsrdt, Funliüonen. II. ^ 
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Fläche eine solche verstanden haben, die auf ihr n Nullpunkte und 
also auch {% 5, IV) n Pole hat, so können wir aus dem Satz I die 
folgende nähere Präzisierung des Satzes § 53, III ableiten: 

II. Jede eUiptiscke Funktion I. Art n*'^ Ordnung des Integrals 
I. Gattwng w, deren Perioden mit den Pei'iodicitätsmodiän des Integrals 
viereinstimmen, ist gleich einer Funktion m'*^ Ordnung der zu Grunde 
gelegten HiEMANNSchen Fläche. 

Wenn wir mit diesem allgemeinen Sata uns nicht begnügen 
wollen, sondern eine vorgelebte eUip tische Funktion explicite als 
Funktion der Fläche darstellen wollen, so können wir sie uns ent- 
weder in der Form des g 21 oder in der des § 22 gegeben denken. 
Im ersten Fall müssen wir die Punkte der Fläche kennen, die den 
Polen der Funktion entsprechen, im letzteren Falle auch noch die 
den Nullpunkten entsprechenden. Die allgemeine Lösung dieser Auf- 
gabe ist natürlich identisch mit der allgemeinen Lösung des Fmkehr- 
problems selbst, sodaß durch diese Formulierung zunächst nichts ge- 
wonnen ist. Wir können die hieraus entspringende Schwierigkeit 
auf doppelte Weise überwinden. Wir können einmal da^on Gebrauch 
machen, daß es uns noch freisteht, die untere Grenze des Integrals 
beliebig zu wählen. Nehmen wir also eine Funktion mit nur einem 
Pol im Periodenparallelogramm {der dann ein mehrfacher sein muß), 
so können wir diesem einen beliebigen Punkt der Fläche entsprechen 
lassen; da eine solche Funktion durch Angabe der Glieder negativer 
und nuUter Ordnung ihrer Eeihenentwicklung vollständig bestimmt 
ist, brauchen wir in diesem Fall fiir keinen weiteren Wert von u 
den zugehörigen Flächeupunkt vor Aufstellung der Formeln zu 
kennen. Andererseits aber können wir auch, wenn wir die untere 
Grenze in einen Verzweigungspunlrt legen, för gewisse spezielle Werte 
von u, nämlich für die Halbperioden, direkt die zugehörigen Flächen- 
punkte bestimmen. Der erste Ansatz führt auf die Lösung des 
Umkehrproblems durch pu und p'u, der zweite auf die Lösung durch 
Sigma-, bezw. Thetaquotienten. 



§ 55. Darstellung von pu unä p'u als Funktionen der Fläche. 

Legen wir die untere Grenze des Integrals in einen willkürlichen 
Punkt {if,yf{g)) der Fläche, setzen also: 
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§ 55. Darstdlung von pu und p'u als Funktionen dei' Mäohe. 131 



so wird 7.. B, pu eine Funktion von x sein, die für x =y^ von der 
zweiten Ordnung, eonat aber nirgends unendlich wird, und die außer- 
dem dadurch charakterisiert ist, daß ihre Entwicklung nach Potenzen 
von u kein von u freies Glied enthält. Eine solche Funktion können 
wir auf algebraischem Wege büden; dabei setzen wir der Einfachheit 
wegen zunächst voraus, daß y im Endlichen liege und kein Ver- 
zweigungspunkt sei. Wir haben schon in § 4, III gesehen, daß 
wir jede rationale Funktion von x und '^f{x) in der Form darstellen 
können : 

' ff, (ß) ' 

in der (f^, y^, g.^ rationale ganze Funktionen von x allein bedeuten. 
Wenn hier g^ [x) für . einen von y und den Yerzweigungspunkten ver- 
schiedenen Punkt I Null würde, würde die Funktion entweder für 
{x = I, if{x) = >7(|)) oder für (:. = |, fä^) = - VÄI)) «nendUch, 
wenn nicht sowohl g^il) + 9Ai)im, als auch ^^ (D - i^i (D VAI) 
Null sind. Dann müßten aber g^ (|) und g^ (^) ^f{g) Null sein; man 
könnte also mit j; — | heben. Wenn femer der Nenner für einen 
Verzweigungspunkt « Null würde, müßte g^{a) = sein; der Zähler 
würde dann, auf der Fläche gerechnet (§ 4, 11), nur von der ersten 
Ordnung 0, der Quotient also unendlich, wenn nicht auch ^^ {«) = 
wäre; dann könnte man aber mit x — a heben. Setzen wir also, 
wie wir dürfen, voraus, daß gemeinsame Faktoren von Zähler und 
Nenner bereits beseitigt seien, so muß sich der Nenner auf {x—yf 
reduzieren. Ferner müssen wir dafür sorgen, daß die Funktion für 
X — CO auf beiden Blättern endlich bleibt; daraus folgt, daß g^{x) 
höchstens vom 2. Grad und g^ von x unabhängig sein muß. Endlich 
müssen wir noch dafür sorgen, daß die Punktion für x — y, 
■|//'(a;) = — "[//(y) nicht unendlich wird; dazu ist erforderlich und hin- 
reichend, daß der Zähler in diesem Punkt von der zweiten Ordnung 
wird, daß also nicht nur: 

sondern auch: 

L dx i^ = y 

' Eine solche Gleichung soll jedesmal bedeuten, daß nicht nur die Va- 
riable X den WeL-t y erhält, sondern auch der mit ^fix) bezeichnete Wert der 
Quad-dtwurzel mit ]//■()/) (nicht mit dorn entgegengesetzten Wert] zi'^ammenfällt. 
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wird. Setzen wir also: 

%{') = 'i,{'-yf + A['-y) + A, 

SO sind ^g, A^^, A^, g^ Funktionen von y, zwischen denen wir his 
jetzt die Gloicliungen haben: 

4) A - ^ -m = 0. 

Zur weiteren Bestimmung dieser Funktionen ziehen wir nun 
noch die Eigenschaft der Funktion pu heran, daß in ihrer Reihen- 
entwicklung nach Potenzen TOn u auf das Glied w - ^ sogleich 
G-lieder mit positiven Exponenten folgen. Infolgedessen muß die 
Entwicklung der Funktion (2) nach Potenzen von x —y = t in den 
Gliedern (— 2)*"", (— 1)**'' und 0'^'' Ordnung übereinstimmen mit der 
entsprechenden Entwicklung von u~^. Die letztere erhalten wir 
ans § 7 (7); schreiben wir zur Abkürzung f, f, f tiir f{y), f {y), 
f" (y), so lautet sie: 

die erstere wird (vgl. § 7, 5): 

Man erhält also zu den zwei Gleichungen (3) und (4) noch die 
drei weiteren; 



6) f-A+s,yf, 




«) ir = A + ij,j7|. 




^) - t\'j + if = 'i.+!h (- i -fi + ■ 




Aus (3) und (5) folgt: 




Ä =iy/¥l- 4=i/W. 




aus (4) und (6) dann übereinstimmend: 




--', - -ifte), 




endlich aus (7): 




Jo = wr(.y)- 
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Somit erhalten wi: 



Jfe 1) + YfW]Vf(y) ^ 





I n', y) = A(y) + i(«-?)r&) + A(»-y)V"(!/) 

9) =o.iV + 2", ("■'? + »?") + ".(>'" + 4«? +■■/') 

I +2a,(j. + y) + «.. 

Man sieht, daß diese Puiüitioii^ ungeändert bleibt, wenn man 
X und y vertauscht; wie es sein muß, da die übrigen Bestandteile 
der Gleichung (8) diese Eigenschaft haben. 

Wir hatten vorausgesetzt, daß ?/ im Endlichen liege und kein 
Verzweigungspunkt sei, können uns jedoch tou diesen Einschrän- 
kungen nachträglich frei machen. Denn beide Seiten bleiben stetig, 
wenn y in einen der ausgeschlossenen Punkte rückt; wir können 
also den G-renzübergang ausführen. Wir erhalten so einmal: 

10) p(/,7=^)-iK'" + 2«,» + «, + l'7Wl/^l 

(das "Vorzeichen von l/a^ unterscheidet die Punkte oo der beiden 
Blätter). Lassen wir andererseits y in einen Verzweigungspunkt « 
rücken, so ist /'(«) = 0; wir können daher auch F{x, a) in die 
Form setzen: 

a, (x^{a^^ - K^) + 2 a, {t^ a + xa^-2 a^) ^ a^{x^ j^ Axcc •{■ a^ - (i a^) 
+ 2«3(* + «-2«). 

Wir können also in diesem Falle mit {x — u) dividieren (wie 
es sein muß) und erhalten die Gleichung: 






^ ac'»'(g + »] + 3ai«(3! + a«) + «,(« + 5b) + 2a. 
I yj^l 2 (1, - ») 



In ganz analoger Weise könnten wir nun auch p'u ausdrücken. 



' F ((c, y) ist bis aiif einen Zahlenfaktor diejenige Funlction, die u 
der Invariantentheorie als zweite Polare von f(x) zu bezeichnen pflegt. 
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Wir koromen aber einfacher zum Ziele, wenn wir den gefimdenen 
Ausdruck differentiieren. Wir erhalten: 

, I (• d«. \ du 

+ (fl«)-i(^-y)rH)»?ry))- 

Der Koeffizient von ')//'{^) in der Klammer ist:^ 

Pik y) = y{«o^' + 3«!^^ + 3«,^ + «0 

der Koeffizient von Yfi^) ™^ ^^^ ^^^^ durch Vertauschung von x 
mit y hervorgehen, da p'u bei Vertauschung von a: mit y sein 
Zeichen wechselt; man erhält also: 

^i Vm! (y - xf 

speziell für y = co: 

13) ''■(/jlfj) -(<-.»+«,)y/'w+K»'+3<>i>-'+3%»+«,)y5; 

und fiir y = «: 

Die Formeln gelten auch für den Fall, daß die Funktion unter 
dem Wurzelzeichen nur vom dritten Grade ist;^ man hat dann 



' Die erste Polare von /"(y), genommen nach w, in der Sprache der 
In vari antenth e orie . 

' Will man (vgl. die vorh eingehenden Noten) in diesem Falle die Polaren 
bilden, so hat man f[cc) nicht als eine Funktion S. Grades zu behandeln, sondern 
iils eine Funktion 4. Grades, deren erster Koeffizient ist. 
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einfach «„ = zu setzen. Es wird dann 



'Um) 



lineare Funktion TOn x. Nimmt man insbesondere an, die Funktion 
unter dem Integralzeichen habe die spezielle Form, die in der Glei- 
chung (9) von § 18 aufgetreten war, es sei also: 

flji^O, «1 = 1, «a = 0, 
so erhält man direkt: 

'{fm)--- ''{fm}-^- 

Man kann nun auch Ausdrücke von ^^ und g^ durch die Koef- 
iiziention von f ableiten, indem man die durch Elimination von x 
entstehende Gleichung zwischen p und p' mit § 18, (6) vergleicht. 
Mit den allgemeinen Ausdrücken (8) und (12) würde diese Eechnung 
ziemlich umsiändlich sein; aber da die Existenz und die Form der 
gesuchten Relation bereits feststeht und es sich nur noch um die 
Bestimmung ihrer Koeffizienten handelt, können wir x und y irgend- 
ilisieren. Setzen wir z.B., wie schon in (10) und (13) ge- 
, y = CO und dazu noch a- = 0, so erhalten wir: 

also: 

P" - *P' - % ",' - l<".«,«4 + ''", - i<' 

Dieser Ausdruck mu0 also gleich 

-ift(<"! + y<"o"4)-Ä 
sein, und zwar muß diese Gleichung für jeden der beiden Werte 
der Quadratwurzel bestehen. Man erhält so: 

18) ^, -o„«j^4<.,o, + 3o,», 

19) .?, - »,0,0. - «.«,■ - o,'o. + 2«, «,«, - o,». 

Eine besonders einfache Formel ergiebt sich noch, wenn man: 

20) »»f-^. "=l-P= 
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setzt imd nun pn — pv als Funktion von x und | darstellt. Man 
erhält aus (11): 



21) pu-pv. 



1 r(.o)(x-s) 



§ 56. Darstellung der Sigma- und Thefaquofienten 
als Funktionen der Fläche. 

Eine andere Art, elliptische I'unktionen von u als rationale 
Funktionen von z und ^flz) darzustellen, erhalten vrir, wenn wir 
folgenden Umstand berücksicktigen : Für gewisse Werte von u können 
wir die zugehörigen Werte von x unmittelbar angeben, wenn wir 
die untere G-ienze iii einen Veizneigung'ipunkt legen namhch flir 
die halben Penolen Wjr wissen namhd emeiseits aus § 18, p. 47, 
daß p'u dann und mii dann gleich wiid wenn v gleich einer 
halben Periode wiid ■indeierseits zeigt (-rleichung (141 von § 55, 

daß p'{/) NuU wild in len von u verschiedenen \ erzweigungs- 

punkten. Diese Ubeilegant; ^lebt uns noch keinen Vufsuhluß darüber, 
welche Halbpenode zu jedem einzelnen Veizweigungspunkt gehört; 
und in der That kann daiubei lucli keine Auskunft gegeben werden, 
solange übei die Wahl dei Euckkehrschnitte auf der RiEMANNschen 
Fläche noch nichts verfugt ist Wii müssen also jetzt darüber Ver- 
fügung treften wir ■wollen folgendes festsetzen^ (\g\ lig. 26); 

I. J)ie Übei gang'ibmen sollen f^ mit Cg und rc^ mit a^ verbinden, 

ohne sich zu uberkreuzen der Quetscknitt S toll im eisten Blatt liegen 

und in ihm «j und c„ von «^ vnd «^ 

-^, ^n tiennen sein Richtungssinn soll so /e*?- 

^ ^r "~( ?^ ~'~> , qelegt sein, daß «, und ce^ lechts, a^ und 

•-.''_. Si -^ "j p.^ iinj<^ f^gj) fijji liegen A soll cc^ und 

j, ^^ a^ von a^ und a^ tiimnen also beide 

t betganqshmen über •'chreiten , und sein 
Richtungssinn »oll iibei einstimmend mit dei Festtet-mng § 6, VI fest- 
gelegt sein. 

Wir können nun die Eiickkehischnitte bia dicht <in die Über- 
gangslinien heian zu'^ammenziehen Ls eischemt dinn A als ein 
Weg, der von «j im eisten Bl\tt mch i luu im zweiten Blatt 



' Man be ichte laB ul e 
festgesetzt wird 



U^Tl 



ciung 1hi \ 11 eitiUiv, punkte nichts 
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nach Ky zurückfilhrtj B als ein Weg, dei lechts von der Ubergangs- 
linie «t «^ von «^ nach «^ bin, haks von ihr nach Cj zurückführt. 
Bezeichnen wir mit ^fiz) den Weit, den die Quadratwurzel im 
ersten Blatt links von dei Linie k c^ c^ hat und beachten, daß 
länge Kfl «1 der Weit im zweiten Blatte, längs o-j Cg der Wert auf 
der andern Seite der Uhergaugshnie der ent^egengebetzte ist, so er- 
halten wir aus § 6, VIII 

2».= - fJt'.,_ f— ^"-, = -2 f-i,, 
also; 

Ehenso können wir aber auch die Eückkehrschnitte über die 
Kugel hin jedesmal Ws zu den beiden andern Verzweigungspunkten 
zusammenziehen; wir erhalten dann: 

,,, r d-i r dx 

' J Vn^) ' J V7C*) 

Wir erhalten daraus noch: 

„, _ _ f"_^»_ _ _ r Ax, 

Wir entnehmen diesen Formeln den folgenden Satz; 
II. Wenn wir die untere Grenze des Integrals in den Verzweigwngs- 
punkt ofj legen, entsprechen 

den Werten: u = oj^, w^, cCg, 
bezw. die Werte: x = cc^, a^, a^. 

Damit erhalten wir aus der Gleichung (21) von § 55 die fol- 
genden speziellen Fälle; 
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«o(«i 



^i-^J«, 



^o}{«i - 






s = i«üK -^2){^i 



Wir können übrigens diese Ausdrücke auch unabhängig Ton 
den Eechnnngen des vorigen Paragraphen erhalten, wenn wir zuerst 
Nullpunkte und Pole beider Seiten in Übereinstimmung bringen und 
den dabei noch unbestimmt bleibenden konstanten Faktor durch 
Vergleichung der ersten Gheder der Entwicklungen in der Umgebung 
TOn u = a, X =: Uy festlegen. 

Aus (4) ergeben sich nun auch die Ausdrücke der Differenzen 
der e durch die Wurzeln von f\z], nämlich: 

i^i - % = i «ü («0 - «i) K " «s)' 

Aus diesen Ausdrücken und aus § 18, (12) bis (14) erhält man 
Ausdrücke von g^ und g^ durch symmetrische Funktionen der 
Wurzeln von f{z); diese müssen natürhch mit den Ausdrücken von 
g.^ und (?3 durch rationale Funktionen der Koeffizienten von f[z) 
§ 55, (18), (19) übereinstimmen. 

Vielfach, namentlich zum Zweck numerischer Berechnungen, ist 
es wünschenswert, iu die Lösung des Umkehrproblems die Theta- 
funktionen einzuführen. Man kann dazu entweder von den Formeln 
5 von § 30 aus gelangen, indem man den Durchgang durch die 
Sigmafunktionen nimmt; oder man kann direkt an die Sätze von 
§ 54 anknüpfen. 

Die genannten Formeln hefern zunächst: 



^ = i'\ßji, 




■ *!/«,(■ 



Hier bedürfen nur die Vorzeichen der Quadratwurzeln einiger 
Erläuterung. Jn jeder einzelnen der drei Formeln kann man sie 
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an und für sich zunächst für einen bestimmten Punkt beliebig 
wählen; sie bleiben dann richtig, wenn man von diesem Punkt aus 
beide Seiten auf entsprechenden Wegen analytisch fortsetzt. (So 
ändert z. B. die Unke Seite der ersten Gleichung nach § 33, (3) ihr 
Vorzeichen, wenn man a um 2 öj^ vermehrt. Eine solche Vermehrung 
kommt aber dadurch zu Stande, daß man x den Periodeuweg Ä 
durchlaufen läßt; da dieser «^ nicht aber «^ umkreist, ändert auch 
die rechte Seite ihr Zeichen.) Ist aber in zweien der drei GHei- 
chungen das Vorzeichen fixiert, so ist es mit Rücksicht auf § 30, (6) 
in der dritten so zu wählen, daß die Multiplikation der drei rechten 
Seiten das (— 2) fache der rechten Seite der G-leicbung (14) von § 55 
ergiebt, Führen wir nun die Thetafunktionen ein, so erhalten wir: 



Vle, - e,)(e, - e,) 



AM, 

», (V) ' 



oder wenn wir die Differenzen der ( 
ersetzen : 



,/=>-', 


-n'A '"■ 


-«,)K-«,) 


1/ . - ,., 


1 //^"("^ 


-".)(%-".) 


v^ 


- «,) («2 - "a) 


ü V°' (.. 


~ O,) COj - «J 


1/^^ 


= ilAl7 





durch ihre Ausdrücke aus (5) 



ä.W 
>, (•) 



Maü tajm diese Formeln auch aus der Theorie der Theta- 
fuuktioQeu ableiten, ohne von den Funktionen pit und (7m Gebrauch 
zu machen, itfan erhält zunächst, indem man das Verhalten beider 
Seiten bei Vermehrung des Arguments um Perioden, sowie die Pole 
und Nullpunkte vergleicht: 






: C. 



J.W 
(•■)■ 



Um die Konstante zu bestimmen, kehrt man die Brüche um, 
differentiiert beiderseits nach v und setzt dann w = (also s; = a{j; 
man erhält unter Berücksichtigung von § 50, (3): 






111') 
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und daraus r 


c 






also: 

1 m 1 , 







sowie zwei analoge Formeln. Diese Formeln lassen sich weiter 
reduzieren, wenn man in ihnen die ThetanuUwerte durch ihre Aus- 
drücke ersetzt; man kann aber auch umgekehrt Ausdrücke für die 
Verhältnisse der ThetanuUwerte aus ihnen entnehmen. Setzt man 
z. B. in der Formel: 

?; = ^ T, X ^ «Q und benutzt die Formel (7) von % 46, so erhält man; 
12) 



«,(0) V (». 



-.,)(..-. .) 



•.)("i- 



,,)' 



sowie zwei analoge Formeln; jede derselben setzt den Quotienten 
zweier ThetanuUwerte der vierten Wurzel aus einem DoppelTerhaltnis 
der Verzweigungspunkte gleich. — Setzt man in (10) direkt x = ce^, 
V = und geht zur (rreuze über, so erhält man ebenso: 



13) 



Aus diesen Formeln kann man auch die ThetanuUwerte selbst 
bis . auf ein gemeinsames Vorzeichen bestimmen, wenn man die 
Gleichung (4) von § 50 zu Hilfe nimmt. Man erhält zunächst; 

■'■(«) ».(O)».!») 



-«,){«: 



-«,)(«,- 



14) ,v(0) = ^i/e 

und folglich: 

15) ff z (0) = ]/^ ]/(«.-«.)(»:-«,) ■ 

16) 
17) 



*.(0) = ]/^ j/K -«,)(«,-«,). 



y Google 



§ 57. Die Integrale IL und III. Oattung. 141 

Zwei andere Methoden znr Bestimmung dieser ThetanuUwerte 
werden wir in § 59 und in § S3 kennen lernen. 

Durch Umkehrvng der Formeln dieses Paragraphen erhält man x 
und ^f{3:) — und damit überhaupt jede Funktion der Fläche — als 
elliptische Funktionen I. Art von u dargestellt. Die in § 10 gestellte 
EVage ist also zu bejahen. 

§ 57. Die Integrale II. und MI. Gattung als Funktionen 
des Integrals I. Gattung. 

Da wir die algebraischen Funktionea der Fläche als elliptische 
Funktionen des Integrals I. Gattung ausgedrückt haben, können wir 
die Integrale algebraischer Funktionen, die wir im ersten Abschnitt 
summarisch untersucht haben, in Integrale elhptischer Funktionen 
überführen. Für die letzteren haben wir in § 24 (7) einen all- 
gemeinen Ausdruck kennen gelernt; wir müssen jetzt die einzelnen 
Bestandteile desselben als Funktionen der oberen Grenze x des 
Integrals untersuchen. 

Die Summe: 

1) f'i + 2(-iA,p(»-o.)4- ... +(-l)>.-'jj^_^p».-äl(«-o,)| 

ist eine auf der Fläche eindeutige algebraische Funktion von x. 
C^u ist ein Integral erster Gattung. 
Die Terme: 

2) t{,-a.)~-Jp(u-a,)du 

stellen Integrale zweiter Gattung vor; und zwar sogen. Flemerdai-- 
integrale zweiter Gattung, d, h. solche, die nur in einem Punkte der 
Fläche, in diesem nur Ton der ersten Ordnung und mit dem Ee- 
siduum 1 unendlich groß werden. Zufolge § 55, (8) läßt sich ein 
solches Elementarintegral, dessen Pol im Punkte z', ]//'(z') liegt, 
folgendermaßen darstellen: 

Jedes andere Elementarintegral II. Gattung mit demselben Pol 
entsteht aus diesem durch Addition des mit irgend einer Konstanten 
multiplizierten Integrals I. Gattung ; denn die Differenz zweier 
Elementarintegrale I. Gattung mit demselben Pol wird nirgends mehr 
unendlich. Unter allen diesen Elementarintegralen II. Gattung kann 
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daa durch die Formel (3) dargestellte als „algebraisch normiertes 
Mementarintegral" herausgehobea werden. Andererseits kann man 
aber auch den konstanten Faktor des zutretenden Integrals I. Gattung 
so wählen, daß eine Periode des Elementarintegrals n. Gattung, 
z. B. die erste, gleich Null wird; man erhält dann ein „transscendent 
normiertes Elementarinteffral IL Gattung": 

(wenn m = 2 Wj », ß = 2 «^ k gesetzt wird). 

Die Darstellung dieser normierten Elementarintegrale als Funk- 
tionen TOn w zeigt, daß von ihnen der Satz gilt; 

I. Sie JPerioden soiüokl des algebraisch, als des traitsscendent nor- 
II. Gattimg sind von der Lage des Pols 



Daraus folgt dann weiter, daß die Differenz zweier solcher in 
derselben Weise nonnierter Elementarintegrale I. Gattung mit ver- 
schiedenen Polen, Sj', z^', aber derselben oberen Grenze, als Funktion 
dieser oberen Grenze betrachtet, eine auf der un zerschnittenen 
Fläche F eindeutige Funktion, also {§ 4, V) eine rationale Funktion 
von X und Yfix) ist. Den expliciten Ausdruck dieser Funktion er- 
hält man aus der Gleichung (vgl. § 23, 4): 

5) n« - «i) - £(« - «.3 - ^K - 






wenn man in ihr die Funktionen p und p' durch ihre Ausdrücke 
(§ 55, 8 und 12) ersetzt^ 

Was endlich die Terme betriift: 

2^vilogo-(M -4.). 

so lassen sie sich mit Rücksicht auf die Relation § 24, (4) um- 
formen in: 



2 x-. 


log- 


(« - a„) 


Form; 






log 







' Natürlich. Itann man auch damit beginnen, daß man die der Gleichung (5) 
5ntspveehende algebraische Identität auf algebraischem Wege ableitet, und dann 
ins ihr rückwärts den Satz I erschließen. 
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ist als Funktion auf der Fläche F betrachtet, auch auf der durch 
die Ellckkehr schnitte Ä und .ff einfach zusammenhängend gemachten 
Fläche If' nicht eindeutig, sondern erst auf einer Fläche F", die 
entsteht, firenn man vom Schnittpunkt von Ä und B noch Einschnitte 
nach denjenigen Punkten a-, y' der Fläche legt, die bezw. den Argu- 
mentwerten a, h zugehören. Bei Überschreitung eines dieser Ein- 
schnitte, oder eines der Eückkehrschnitte vermehrt eich die Funk- 
tion (6) um Konstante. Sie ist also zufolge g 6, IX und XI ein 
Integral III. Gattung, und zwar nennen wir sie ein Elementarintegral 
III. Gattung, sofern sie keine algebraischen und nur zwei logarith- 
mische Unstetigkeitspuukte und in diesen die logarithmischen Re- 
sidua + 1 und — 1 hat. Jedes andere Elementarintegral III. Gattung 
mit demselben Pol entsteht aus ihm durch Addition des mit irgend 
einer Konstanten multiphzierten Integrals I. Gattung; unter ihnen 
allen kann das in der Form (6) darstellbare als algebraisch -normiert 
hervorgehoben werden. Andererseits kann man auch den konstanten 
Faktor des zutretenden Integrals I. Gattung so wählen, daß der 
Periodicitätsmodul an Ä gleich Null wird; man erhält dann das 
transscendent normierte Elementarintegral III, Gattung: 

l°g^I^ + ^L (. - i) (. - a - S) = log 11^;- 

Wir können also aus dem Satze von § 24 uhei elliptische 
Funktionen mit Hilfe des Umkehr theoiems den folgenden Satz über 
elliptische Integrale ableiten; 

' n. Jedes elliptische Integral läßt sich dai stellen als ^umme aus: 
einer algebraischen Funktion de? Flacht , 
einem Integral I. Gattung; 

einem mit einer Konstanten multiplizierten Flementai inter/ral 
II. Gattung, dessen Pol beliebig gewählt werden kann 
und einer Anzahl von mit Konstanfeit multiphzvn ten jßlementar- 
inteqralen III Gattung. 

§ 58. Übertragung der Sätze von Liouville und Hermlte 

auf die RiEwiANN'sche Fläche: das ÄBEL'sche Theorem und der 

RiEMANN-RocH'sche Satz. 

Auf Grund der Kesultate der vorhergehenden Paragraphen und 
.des Satzes V von § 7 können wir die Sätze, die wir über elliptische 
Funktionen kennen gelernt haben, auf rationale Funktionen einer 
Variabein z und der Quadratwurzel aus einer ganzen Funktion 
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dritten oder yierten Grades von z übertragen. Wir erhalten dabei 
zum Teil frühere Sätze wieder; so ist z. B. § 13, I äquivalent mit 
§ 5, YI; § 14, V mit § 5, III; § 15, H mit § 5, V. Außerdem 
erbalten wir aber auch noch andere, für uns neue Sätze. So liefert 
§ 14, VI den im ersten Ahachnifct wenigstens nicht anedrücklicb 



I. Es giebt keine rationale Funktion von z und s, die nur in einem 
Funkte der Mäche und in ihm nur van der ersten Ordnung unendlich 
groß würde. 

Die Sätze von § 16 und § 22 geben, wenn man mit u{x) den 
Wert des Integrals I. Gattung bezeichnet, dessen obere Grenze x ist, 
folgende Formulierung: 

n. Wenn a^j, x^ . . , x^ die Nullpunkte, y^, i/^ . . , y^^ die Pole einer 
Funktion der Mäche sind, so ist: 

11 »(»•,) + „(.g + . . . + a(«J EEE »(yj + » W + . . . + «W 
(modd. Per.); 

und umgekeht, wenn eine solche Selation besteht, existiert eine Funktion 
der Flache die w den Punkten % und nur in diesen Null, und in den 
Punkten y und nut tn diesen unendlich wird. 

Der eiste Teil dieses Satzes ist ein sehr spezieller Fall des 
großen, aut beliebige algebij.iache Iirationalitäten sich beziehenden 
Theorems, das den Namen seines Entdeckers N. H. Abel trägt. 

Zwei Punktaggiegate [t^ tJ und {y-^-.y^, die durch die 
Eelation (1) verbunden sind, nennt man „äquivalent' odex „correstdual". 

Man kann in dem Satze II statt Null und Unendlich zwei be- 
liebige andere konstante Werte a, b setzen. Denn wenn eine 
Funktion i/( in den Punkten x den Wert a, in den Punlrten y den 
Wert b annimmt, so wird: 

V - <■■ 
tf, -l 

in den ersteren Null, in den letzteren unendlich; und umgekehrt. 
Setzt man: 

so kann man Gleicliung (1) auch so schreiben: 
2«-iFi = *' (in<"^cl. Per.) 
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Übrigens ist weseatÜch, daß die Gültigkeit des Satzes II keines- 
wegs auf einfache Nullpunkte und Pole beschränkt ist; es ist nur 
jeder mehrfache Nullpunkt oder Pol so oft unter die x, bezw. die y 
aufzunehmen, als seine Ordnungszahl angiebt. 

Einen weiteren fundamentalen Satz über rationale Funktionen 
von z und s erhalten wir ans dem HBKMiTEschen Satz § 43. Dazu 
müssen wir zunächst diesen letzteren auf elliptische Funktionen über- 
tragen, indem wir mit einer der gleichändrigen JACOBischen Funk- 
tionen dividieren; wir erhalten dann den Sata: 

III. Alle elliptischen Furiktionen desselben Periodenparallelogramms, 
die nirgendwo sonst als in gegebenen Punkten und in diesen nicht von 
höherer ah je einei- gegebenen Ordnungszahl unendlich werden, lassen 
sich linear und homogen durch so viele voneinander linear unabhängige 
solche Funktionen ausdrücken, ah die Summe der gegebenen Ordnungs- 
zahlen beträgt. 

Man kann diesen Satz auch aus der Gleichung (6) von § 24 
ablesen, wenn man beachtet, daß die in iiir auftretenden Konstanten 
durch keine andere Bedingung als die Gleichung (4) daselbst in 
ihrer Willkürlichkeit eingeschränkt sind. 

Weiter erhalten wir aus III: 

IV, einen ganz ebenso lautenden Satz über rationale Funktionen 
von z und s. Auch dieser Satz ist ein sehr spezieller Fall eines 
allgemeinen, auf beliebige algebraische Irrationalitäten bezüglichen, 
der als Eiemämn-Roch scher Satz bezeichnet zu werden pflegt 

Man beachte, daß auch die Konstanten mit zu denjenigen Funk- 
tionen zu zählen sind, von denen in diesen Sätzen III und IV die 
Eede ist. 

§ 59. Bestimmung der Thetanullwerte 
unter Benutzung von Integralen II. Gattung. 

Auf Grund der Entwicklungen der letzten Paragraphen erhält 
man eine direkte Bestimmung der Thetanullwerte selbst (nicht bloß 
ihrer Quotienten) durch folgende Überlegungen. Halten wir drei 
von den Verzweigungspuukten , sowie die Grenzen eines Integrals 
I. Gattung fest, so ist es noch abhängig von dem vierten Verzwei- 
guugspuntt. Solange der Integrationsweg diesen nicht berührt, 
dürfen wir die Differentiation nach ihm unter dem Integralzeichen 
ausführen; wir erhalten dann: 

1) lii = i f ^ 
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Dieses Integral ist ein Integral zweiter Gattung, dessen Pol m 
Kg liegt und das dort unendlich wird wie: 
_ _i_ _ 1 

Andererseits ist nach § 57,(4) &^'{v)jdg(v) ebenfalls em Integral 
.11. Gattnng, dessen Pol in u = ■■ --— , d. h. in x =: «^ Hegt, und das 
dort unendlich wird wie; 

d. h. nach § 7, (12) wie; 

Also ist: 

ein Integral /erster Gattung; seine Periode an Ä ist — 

es kann sich also von 

nur um eine additive Konstante unterscheiden. Diese muß I 
sein, wenn wir die untere Grenze der Integrale übereinstimm 
nach X — ce^ (entsprechend « = 0) verlegen; wir erhalten somit fiie 
Gleichung: 

Aus dieser Gleichung erhalten wir einerseits durch Bestimmung 
der Perioden am Querschnitt B: 

~2»i+2„,i|ä /-(■,,)_ 2»,*^! /■(«,) 
oder: 

^' "3"'-; " <^," /■'(«.)' 

andererseits durch abermalige Differentiation nach x: 
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oder: 

Setzt man in dieser Gleioiiung v — und berüclcsichtigt, daß 
.^■^'(O) = ist, so erhält man: 



^,"(0) _ _ _^/ f'M_ ^ ^ ^ ^ 



oder wegen § 42, (12): 

' dt im \ «I — »3 ^ «5 ) 

Hier können wir vermöge der Gleichung (3) die Differentiation 
nach T durch eine solche nach c.^ ersetzen; wir erhalten; 

S lo g »s _ 1 J_ da^ 

also durch Integration: 

6) '''"3 = h "[/(öj -'\/ä^--^i ■ 

Dabei bedeutet c^ eine von cs^ unabhängige Größe, die aber noch 
von den übrigen Verzweigungapnnkten abhängt. Um sie zu be- 
stimmen, beachten wir, daß wir auf demselben "Wege wie die Glei- 
chung (3) auch die beiden folgenden Gleichungen erhalten können: 



') 



Ebenso stellen wir der Gleichung (4) die beiden folgenden 
Seite : 



eHog&,(v) ■o.V'M 



+ 2^.ifrK)- 



Setzen wir in Gleichung (8) f = -J- und benutzen die erste 
Gleichung (7), so erhalten wir: 



4K-«,) ^ 2^, d», 
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setzen wir in Gleichung (9) u = -^ , und benutzen rlie zweite Glei- 
chung (7), so erhalten wir: 

d lüg 5-, __ 1 ^_ Sw^ 



11) ^3 = ^3'^ y«o-«.- 

Etwas umständlicher ist es, die Abhängigkeit dea Thetanul!- 
■werts von dem Verzweiguogspunkt a^ festzustellen, da die Ditf'eren- 
tiation von u nach ay nicht ohne weiteres unter dem Zeichen voll- 
zogen werden kann. Wir können diese Schwierigkeit durch folgende 
Überlegungen umgehen: 

Das Integral 



-I-v 



geht durch die Substitution ^ ^ ?„z über in : 



Wenn wir also an Stelle der Verzweigangspunkte ßj^ die Werte 
fö^ = Xkj, treten lassen, so erhalten wii' Perioden 2«, die mit den 
zu den «^ gehörenden Perioden durch die Gleichungen: 
2(ö = Ä.2« 

verbunden sind. Das Periodenverhältnis und somit auch die Theta- 
nuUwerte ändern sich hierbei nicht. Wenn wir also die Gleichungen 
(6), (10) und (11) zu der einen zusammenfassen: 



in de,' C höchstens noch von dp und u^ abhängen kann, und dann 
Ä.«^ für «^ einführen, so sehen wir: C darf sich dabei nicht ändern, 
kann also von «^ nicht abhängen. 

Was endhch die Abhängigkeit von ;«„ betrifft, so sieht man: 
wenn man a. durch la^ ersetzt, hat man w, durch l~'l^o>, zu er- 
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setzen, während &^ sich nicht ändert; C muß also mit ]/«(, pro- 
portional sein. So erÜält man schließlich die Formel: 



12) *, = Cy», l/a.(». -«,)(«, - «,), 

in der C eine rein numerische Konstante bedeutet, auf deren ] 
Stimmung wir später noch zuriictkommen i 



§ 6Q. Nähere Untersuchung des Elementarintegrals III. Gattung. 

Als „Elenientarintegral 111. Gattung" hattfiii wir in § 57 die 
Funktion ; 

bezeicliuet, Soll die Integration zwischen zwei bestimmten Grenzen 
?/„, 11^ vollzogen werden 'lo eihilten T\ir 

I'StIt^ ~ ^'^ °X'. -4 =/f"'" ^ °' - '<" - '"''"' 

oder -wenn wir Gleichung (2) von fc in benutzen, die JJarstellunc/ 
des Elenientarintegrah III Cattwiq m 6-e tiüt eines Boppelintegrals: 

I) [ f ;,(„-, )rf,rf„ 

Aus dieser Dai&tellung ergiebt sich unmittelbar der Satz von 
der Vertauschbarkelt dei Grenztn m, w, und dei Parameter'^ a, b, von 
dem in älteren Darstellungen dei Theorie viel die Kede ist. 

Dagegen bedarf eme andere Frage eingehende Untersuchung: 
nämlich die Frage nach dem Werte, dei dem Logarithmus beizu- 
legen ist, wenn die Integi'»tionswege von a nach b und von u^ nach 
M^ vorgeschrieben smd Zu diesem Zweck unteisuchen wir zunächst 
dieselbe Frage für dis einfachere Doppelintegrd: 



^) Ui 



jfalj^. In. '"-'■•)'!'-»'' ■ 



Wir nehmen zuerst an, es sei eine bestimmte Reihenfolge für 
die Integrationen vorgeschrieben: die innere, auf z' bezügliche sei 
zuerst auszuftihren. Dann thut es der AllgeniL-inheit keinen Eintrag, 
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wenn wir annehmen, diese Integration geschehe auf geraden 
denn ihi' Besnltat ist die eindeutige Funktion: 



also vom IntegratiousT^ eg ^anz unabhängig. Aus den Entwicklungen 
TOn I, § 54 — 56 geht dann lieivor: 

I. Für log-^— — kann unbeschadet der Allgemeinheit der Haupt- 
loert des LogarUhmv^ genommen werden. Schneidet dann der Inte- 
grationsioeg der Argumente die gerade Verbindungslinie der Parameter 
kmal öfter von hnk^ nach rechts als von rechts nach ÜTiks, so ist für 
loa — - — r der k'"- Wert iii nehmen. 

Dabei ist dei positive Sinn des Integration sweges der Parameter 
von y nach i genommen Um auf das in I, § 56 behandelte In- 
tosiil zu Itommen muß mtn y = co, a:' = setaen; dort war aber 
der positive Sinn des Einschnitte von nach co genommen. Infolge- 
dessen let hier huks und rechts gegen dort vertauscht. 

Hi6iau=! eigiebt sich nun wie der Satz von der Vertauschung, 

dei zunächst iiui gilt ^enn die Integration swege sich nicht schneiden, 

7u modifizieicn ist i^enn dis eintritt. Nehmen wir z. B. an, die 

beiden Integrationswege seien geradlinig und {y . . . x) überschreite 

den "Weg [y ■ ■ ■ x) von rechts nach links, so 

überschreitet [y . ■ ■ -«') den Weg (y . . . x) von 

links nach rechts. Integrieren wir zuerst nach s' 

und dann nach z, so erhalten wir einen Wert, 

dessen imaginärer Beetandteil zwischen —2%i 

und hegt; integrieren wir zuerst nach z und 

Fie;. 27. dann nach z', so erhalten wir einen Wert, dessen 

imaginärer Bestandteil zwischen und 2 % i liegt. 

Der letztere Wert ist um 2 Ji i größer als der erstere. Es gilt also 

der Lehrsatz: 

II. Ifenn der Integra/ionsweg der Argumente den der Parameter 
von rechts nach links überschreitet, liefert Fertauschung der Argumente 
mit den Parametern einen um 2 JT i größeren Werl. 

Die Gültigkeit dieses Satzes ist unabhängig von der bei seinem 
Beweise gemachten Voraussetzung, daß die Integrationswege gerad- 
linig seien. Denn auf die Änderung des Wertes bei Vertauschung 
der Integrationsreihenfolge hat nur die Umgebung des Schnittpunktes 
Einfluß. 
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Diesen Satz müssen wir nun auf unser Integral Q anwenden. 
Wir schreiben es zunächst in der Form: 



3) 



//^ + S//{,^ 



wf 



lind lesen daraus folgende Eegel ab: 

III. Wenn ein Integrationsweg der Parameter von a bis h vor- 
geschrieben ist, so verbinde man jeden Punkt a + w mit dem ent- 
sprechenden Punkt b ■\- w durch einen dazu parallelen Weg und zähle 
für jede dieser Linien ab, wie oft sie der Integrationsweg des Arguments 
von rechts nach links und wie oft er sie von links nach rechts über- 
schreitet. Ist die Summe der ersteren Zahlen = k^, die der letzteren 
= Äg, so giebt Vertauschung der Argumente und der Parameter einen 
um (k^ — h^) 2 ni größeren Wert. 

Mit Hilfe dieses Satzes können wir nun insbesondere die 
Perioden der Funktion Q, bestimmen, d. h. die Werte, um die sie 
sich vermehrt, wenn man Mj um irgend eine Periode 2 w yerme brt 
also die Werte der auf geradem Wege genommenen Integrale: 

]■[£(» -i)-S(«-S)]rf«. 

Nach III können wir dafür setzen: 



/KK + 2« 



-£(..-.)]<?« + 2 



hat den Wert: 



5) 



j'2ndv = 2r,{a-h)' 



die ganze Zahl n bestimmt sich folgendermaßen: Man verbinde 
ziinächst jeden zu Mq äquivalenten Punkt mit dem entsprechenden 
Punkt M(| + 2 ö> durch eine gerade Linie. 
Wir wollen nun zunächst annehmen, 2 » 
sei eine primitive Periode; dann werden 
alle tUese Strecken sich schlicht neben- 
einander legen und zusammen die sämt- 
hchen zu (0 ... 2 w) parallelen Geraden . 
einfach und lückenlos überdecken, auf 
denen zu u^ äquivalente Punkte hegen. 
Die Zahl n in (4) giebt an, wie oft die 




Pig. 28. 
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Verbindungslinie von b nach a diese Geraden von links nach rechts 
überschreitet, vermindert um die Anzahl der Uberschreitimgen von 
rechts nach Hnks. 

Man aiebtj daß diese Zahl unabhängig davon ist, wie der die 
Punkte a und h verbindende Weg gewählt wird, 

Ist aber 2 öj keine primitive Periode, sondern etwa das m-fache 
einer solchen, so bedecken jene Strecken die genannten Geraden 
überall m-fach. Dann ist jeder Schnittpunkt bei Bestimmung der 
Zahl m-fach za zählen. 

Setzt man in Sat/. III speziell: 

M = — )( = öj h = — a = m , 



d. h, die LEGKNiiEESche Eelation. Umgekehrt kann aus diesem 
speziellen Falle der allgemeine Satz III hergeleitet werden, wenn 
man beachtet, daß das Doppelintegral eine stetige Funktion sowohl 
von M(| als von b ist, solange keiner dieser beiden Punkte den In- 
tegrationsweg des andern triil~t. 

§ 61. Erweiterte Formulierung des Umkehrproblems. 

Min k,inu das I mkfhiproblem auch noch in einem weiteren 
bmne lassen, als es bisher geschehen ist. Statt die Variable w einem 
einzigen Integial I Gattung der Fläche gleichzusetzen, kann man 
sie auch (in Erinnerung an das AsELSche Theorem) einer Summe 
solcher Intei(ia]e gleich'^etaen : 

und sich die Aufgabe stellen, Funktionen der 2 m Flächenpunkte x 
und y als elHptische Funktionen von u darzustellen. Natürlich wird 
das nicht mit beliebigen Funktionen dieser Punkte möghch sein, 
sondern nur mit solchen, welche ungeändert bleiben, wenn man an 
Stelle der a-, y ein anderes Punktsystem der |, ij setzt, das den- 
selben Wert von u liefert (beaw. einen modulis Perioden kongruenten). 
Die Bedingung: 



SJy/w SJi/fw 
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kann auch ersetzt werden darch: 



|J + i;/^o; 



sie bedingt also nach dem ABBLSchen Theorem, daß eine rationale 
Funktion eines Punktes x existiert, die in den Punkten y^ und |j, 
unendlich, in den Punkten .Tj. und j^ Null wird. 

Diese Bedingung erlaubt nun noch eine Umformung, durch die 
die weitere Behandlung des Problems sehr vereinfacht wird. Be- 
zeichnen wir nämlich allgemein mit y den zu y konjugierten Punkt 
der Fläche, d. h. denjenigen, der über oder unter ?/ im andern Blatt 
der Fläche liegt, so ist: 

also: 

die Kongruenz (2) kann daher auch ersetzt werden durch: 

mit andern Worten, es muß eine raäonalc FunJäion eines Punktes x 
der Fläche existieren, die in den Punkten x^ und y^ unendlich, in den 
Punkten |j und vj^ Null wird. 

Für spezielle Werte von u können wir nun angehen, wie die 
Xj. und ^,^ beschaffen sein müssen, wenn: 



Si/^/l^ 



werden soll; nämlich für die halben Perioden. Soll m ^ werden, 
so muß eine Funktion der Fläche existieren, die in den Punkten 
x^ und y-i^ je von der ersten Ordnung und in dem Punkte «j von 
der 2 n'^" Ordnung go wird. Eine solche Funktion muß die Form 
haben : 
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(x - a,V ' 

unter ,9„(s-), ,<7„„a (-^j rationale ganze Funktionen von a: der an- 
gegebenen Grade verstanden. Soll der Zähler in den 2 n gegebenen 
Punkten Null werden können, so muß eine Determinante Null sein, 
von deren Zeilen wir zwei anschreiben: 

|,r,. «,.-'•■•'. 1 '>"-'y?K) «,-'ym)-- ffM\_„ 

Soll u '= (Uj, also nach § 56, (1) 



werden, so schließt man ebenso: es muß eine Funktion der Fläche 
existieren, die in Xj^, y^, c.^ je von der ersten Ordnung 0, in a^ von 
der {2w+ 1} Ordnung unendlich wird. Eine solche Funktion muß 
die Form haben: 

(fl; -».)" + 1 

und der Zahler muß in k^, «g, den .Tj, und den y^ Null werden. 
Diese Bedingung läßt noch einen etwas einfacheren Ausdruck zu, 
wenn man f{x) in zwei Faktoren zweiten Grades, (p [a/} und i^ (*) 
spaltet, sodaß: 

5j I r W = <.„(*-«,)(•■- «z) . t W - «.» (■'■ - ",) (»• -■».). 

wird; sie lautet dann: es muß eine Funktion der Form: 

6) y,_, W y^ + /._, W Vv W 

existieren, unter ^„_i und e/\,_i rationale ganze Funktionen des 
Grades [n — 1) verstanden, die in den Punkten ,';,^ und y^ Null wird; 
es muß also die Determinante: 

,j I V-' VÄ) ■ ■ ■ V¥K) v-'Vv^) ■ ■ ■ 'fpW) I 

Null sein. Von den beiden Quadratwurzeln "(/^'{.t), y^plx) kann dabei 
der einen in jedem Flächenpunkt ein willkürUcher ihrer beiden Werte 
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beigelegt werden ; der andern ist dann ein solcher Wert beizulegen, 
daß das Produkt aus diesen beiden Werten gerade den za diesem 
Flächenpunkt gehörenden Wert von 'ff{x) liefert. 

Die Bedingung dafür, daß u :^ m^ oder = Wg wird, erhält man 
hieraus durch Vertauecliung von a^ mit a^, bezw, «q. 

Zu beachten ist übrigens, daß die angeführten Bedingungen nur 
notwendige, keine hinreichenden sind. Denn die Determinanten 
werden jedesmal gleich Null, wenn zwei der 2n Punltte a: und ?/" 
zusammenfallen. SoU aher eine Funktion von einer der angegebenen 
Formen existieren, die in 2n — 2 Punkten von der ersten und in 
einem von der zweiten Ordnung Null wird, so ist dazu erforderlich, 
daß eine Determinante Null wird, die ans der Determinante (4), 
bezw. (7) dadurch entsteht, daß man alle Elemente einer Zeile durch 
ihre Ableitungen ersetzt. 

Dieser Übelstand fällt weg, wenn man den Quotienten zweier 
solcher Determinanten bildet. Ein solcher Quotient erscheint zwar 
in der anbestimmten Form 0/0, wenn zwei der 2 n Punkte x und y 
zusammenfallen; aber der Grenzübergang läßt sich nach den Regeln 
der Differentialrechnung ausführen und liefert dann gerade den 
Quotienten zweier solchen modifizierten Determinanten, von denen 
eben die Rede war. Gleiches gut auch noch, wenn mehr als zwei 
der 2n Punkte zusammenfallen; man bat dann Umformungen vor- 
zunehmen, die zu den in § 26 vorgenommenen analog sind. 

Auch wenn einer der Punkte t oder y ins Unendliche rückt, 
findet Entsprechendes statt. Auch dann erscheint der Quotient zu- 
nächst in unbestimmter Form (co/oo); auch dann kann man den 
Grenztibergang vollziehen und erhält einen Quotienten zweier modi- 
fizierter Determinanten, deren NuUwerden für ein Punktaggregat, 
von dem ein Punkt im Unendlichen liegt, dieselbe Bedeutung hat, 
wie das Nnllwerden der Determinante (4), bezw. (7) für ein ganz im 
Endlichen gelegenes Punktaggregat. 

Der Quotient q der Determinanten (4) und (7) wird also nu?- 
Null, wenn w = und nur unendlich, wenn ti = a^ (modulis Perioden) 
wird. Man kann folgendermaßen zeigen, daß er überhaupt nur von 
Wir stellen neben die Gleichung (1) die andere: 



Vi 

dann können wir von den 4n Punkten x., if., |;, *;,. alle bis auf 



y Google 



Das ümkehi-problm 



zwei festhalten, etwa x^ als unabhängige Variable, |j als Funktion 
von ihr vermöge der Gleichungen (1) und (8) ansehen. Der Quotient 



9) 






wird dann eine FunJEtion dea Flächenpunktes x^, deren Eigenschaften 
wir untersuchen müssen. Zunächst ist nach § 56 klar, daß |j eine 
auf der Fläche eindeutige Funktion von x^ ist; iufolgedessen ist 
auch der Quotient (9) eine solche Funlition. Denn wenn x^ einen 
auf der Fläche geschlossenen Weg beschreibt, können zwar Yvi^-d ' 
'ftp[xj) möglicherweise ihre Vorzeichen ändern, aber immer nur 
gleichzeitig. Wir müssen nun die Pole dieses Quotienten bestimmen. 
Der Zähler wird nur unendlich, wenn die Punkte «j, a^, ^^ ]/j^ die 
Nullpunkte einer ganzen Funktion q der oben angegebenen Gestalt 
sind. Nach (1) und (8) existiert aber eine Funlttion /' der Fläche, 
die in den x,^ und den ^^. od, den |j, und den ij^ Null wird; das 
Produkt fq ist also dann eine Funktion der Fläche, die im End- 
lichen nirgends unendlich wird. Es existiert also dann eine ganze 
Funktion der Fläche, die in den 1^^, den ij^^, tj, und cc^ Null wird; 
und der Nenner von (9) wird also stets gleichzeitig mit dem Zähler 
unendlich. Durch ganz analoge Überlegungen wird gezeigt, daß der 
Zähler von (9) jedesmal Null wird, wenn der Nenner es wird. 

Nun müssen wir noch zeigen, daß Zähler und Nenner von (9) 
stets von derselben Ordnung Null, bezw. unendlich werden. Daau 
bemerke man i;unäeh8t: wenn 



1 : = konst. 



sein soll und wenn |j"", a^j™' irgend zwei spezielle Werte von |j, 
bezw. Xj^ sind, so wird die Differenz |j — 1,'°' mit der Differenz 
a-j — XjI°'' von derselben Ordnung unendlich klein; das folgt aus 
Satz V von § 7. Femer aber: wenn bei Annäherung von x^ an a:j"" 
z. B. die Determinante (4) von der zweiten Ordnung Null werden 
sollte, so müßte zugleich mit ihr auch diejenige Determinante Null 
werden, die aus ihr dadurch entsteht, daß man alle Elemente der 
ersten Zeile durch ihre ersten Differentialquotienten nach x^ ersetzt. 
Man kann annehmen, x^ . . , x^ und j^j, y^ • ■ • ¥n seien so gewählt, 
daß das nicht eintritt. Dann folgt, daß Zähler und Nenner von (9) 
stets von derselben Ordnung NuU, bezw. unendlich werden. Der 
Quotient (9) selbst ist also dann eine Funktion des Flächerpunktes x^, 



y Google 



§ 61. Eiioeüerte Formulierunff d&s ümkehiyroblmis. 15T 

die nirgends unendlich wird, folglich nach § 5, VI eine Konstante. 
Diese kann von 1 nicht verschieden sein. Wenn man nämüch die 
Punkte x^, y^, tj^ und alle 1; bis auf einen beliebig vorschreibt und 
diesen so wählt, daß die ^. und if^ zn den x^ und ~ äquivalent 
werden, so ist 

10) ?(g.^;) = ß?(-^,y). 

wo c eine von x^ unabhängige Größe bedeutet. Da wir aber die x 
und 1/ unbeschadet des Wertes von q [x, yf beliebig vertauschen 
dürfen, so folgt, daß diese Größe auch von den übrigen x und 
den y nicht abhängen kann. Ihr Wert ergiebt sich als 1, wenn 
man die | mit den x und die y mit den i] zusammenfallen läßt. 
Das Quadrat der Funktion q hängt also nur ab von u; und zwar 
ist es eine elliptische Fiinlition von u, deren Perioden mit den 
Periodieitätsmoduln von m identisch sind. Aus der oben vor- 
genommenen Bestimmung der Null und der Unendlichkeitsstellen 
ergiebt sich die Gleichung r 






11) q{x,y) = 

wo t\ eine von u unabhängige Gfröße bezeichnet; und analoge Glei- 
chungen erhält man für die übrigen Sigmaquotienten. 

Da alle elliptiscben Funlrtionen sich durch die drei Sigma- 
quotienten rational ausdrücken lassen, so folgt; 

Jede Funktion beliebig vieler Mäckenprodukte , die für alle äqui- 
valenten Punktsysteme denselben Wert hat, läßt sich rational durch die 
vier Determinanten D ausdrücken. 

Die sich hier anschließende Frage nach der Beziehung zwischen 
Da{x,y) und a„u müssen wir beiseite lassen; nur darauf sei noch 
hingewiesen, daß die in § 26 auftretenden Determinanten spezielle 
Fälle der hier behandelten sind. 
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SIEBENTER ABSCHNITT. 

Keduktioii der elliptischen Integrale 1. Gattung 
auf kanouiscLe Formen. 

§ 62. Umformung des elliptischen Integrals I. Gattung durch 
lineare Transformation der Integrationsvariabein. 

Jiihren wir in das elliptisclie Integral 1. Gattung: 



\ -Im 



I l/aJ«-«„)|*-«,)(*-«,)(«-B3] 

(lurcli die lineare gebrochene Substitutiou: 

eine neue Integrationsvariable ein, so hebt sich {yC+^~'^ ^^^ 
Zähler uncl Nenner weg und wir erhalten wieder ein Integral der- 
selben Form: 



^ßr)f: 






Die dabei auftretende rationale ganze Junlrtion Tierten Grades 
Ijat den Wert; 

,1 +6o,(«i:+|?)-()'£ + ä)' + 4«,(B£+fl(7f + äf + <,,.(r4-+är: 

wir sagen ¥0n ihr: !p(^ geht durch die lineare Substihttion (2) aus 
f(z) hervor. Dabei ist aber wohl zu beachten: die lineare Substi- 
tution ist bestimmt, wenn nur die Verhältnisse der Koeffizienten 
ß, ß, y, S gegeben sindj sie ändert sich nicht, wenn man diese vier 
Koeffizienten gleichzeitig mit einem und demselben Faktor multipliziert 
In 90 (iT) kommen aber die Koeffizienten selbst vor; u^ill man sich 
also der erwähnten Sedeweise bedienen, so muß man sich diese Koefp,- 
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zienten selbst, nicht nur ihre Verhältnisse, als gegeben denken. Dann 
kann man den Satz auBsprechen: 

I. Geht, (p (^} durch die lineare Substit^ition (2) aus f(z) hervor, 

Man pflegt nun zu definieren: 

II, Sine Funktion der Koeffizienten a^ . . . a^ von f und der 
f'ariabeln z, die die Eigenschaft hat, daß zwischen ihr und derselben 
Funktion der Koeffizienten a^' . . . a^ von ff und der Variabein c,' die 
Relation besteht: 

6) v'K; '^ ■■■<':) = {''S-ßrr^['\ «.■••'•.). 

heißt eine (relatwe) Covariante von f vom Gewichte r. 

III, Mine Covariante vom Gewichte heißt absolute Covariante. 
In dieser Terminologie lautet Satz I: 

IV. Das elliptische Integral I. Gattung ist eine Covariante der 
Grundform f vom Gewichte — 1. 

Häufig ist es beqnemer, statt der Koeffizienten die Wurzeln 
von f, also die Verzweigungspunltte, als gegeben zu betrachten; man 
muß aber zu ihnen einen Koeffizienten, etwa a^, noch mit hinzu- 
nehmen, da durch sie allein zwar die Gleichung f — 0, aber nicht 
die Funktion f selbst bestimmt ist. Der entsprechende Koeffizient o,,' 
der transformierten Funktion ist dann: 

Ihre KuUpunkte sind: 

8) < = J"""^ {k - 0, 1, 2, 3); 

d. b. sie werden aus den Nullpunkten der vorgelegten Funktion 
durch dieselbe Substitution erhalten, wie die neue Integrations- 
Yariable aus der alten. Aus I. § 15, II folgt, daß man die Koeffi- 
zienten der Substitution (1) so wählen kann, daß von diesen Null- 
punkten der transformierten Form drei beliebig vorgeschriebene 
Werte erhalten, oder daß sie überhaupt drei Bedingungen erfüllen. 
Infolgedessen kann man durch hneare Substitution jedes vorgelegte 
Integral auf eine „kanonUche Form'' bringen. Für die Auswahl einer 
solchen kanonischen Form können verschiedene Rücksichten maß- 
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sein; es ist nicht möglich, eine Form anzugeben, die in 
jeder Beziehung den Vorzug verdient. Wir werden vielmehr in den 
drei nächsten Paragraphen drei verschiedene solche Formen be- 
sprechen. 



§ 63. Die erste Normalform. 

Bliae erste Wormalform ei'JiaJten wir, wenn wir die Koeffizienten 
der Substitution § 62, (2) so wählen, daß drei bestimmte der neuen 
Verzweigungspujikte , etwa ß,,, «^ und a,^, bezw, nach co, und 1 
fallen. Zufolge I, § 15, IV und VII hat die Substitution dann 
die Form : 



1) 

oder umgekehrt: 

2) 

3) 

4) 

5) 



gesetzt wird. Man hat dann (am bequemsten aus (3)): 

„, .,^ (r..-..H--..)h-..) ^, 





= 


f« 






"1 - 


., - .,) 


..s 






(«i 




".)- 




^" 




- 




(o, 


_ 


».)(., 


~«o) 




'■" 


(« 




«(. 


-(•■ 


-",); 






- 




(«o 


_ 


«,)(., 


-».) 


^ 


'■i 


1" 




«. 


-K 


-",)S 






- 




(«, 


_ 


..)(«, 


-..) 


(1 


^■'i 


[« 




"0 


-(. 




'; 


- 




1", 


_ 


-.)l-, 


-".) 


(1 


{" 




"0 


-l". 


-"i)? 


(« 


_ 


",) 


K 


_ 


..) 


«a- ß 




(« 


- 


«0 


1.« 


- 


•,> 


«8- B 





y^(. 



..)(»-«,)(•-"■)(»-"■) 



) J I/o. tu - 
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Das Vorzeichen der vor dem IntegralzeicheD stehenden Quadrat- 
wurzel auf der rechten Seite kann wilikilrlich genommen werden; 
das der andern bestimmt sich dann für die Umgebung eines Ver- 
zweigungs punkte 8 (z. B. 2 = «^ , i; = 0) durch Vergleichung der 
Anfangsglieder von Reihenentwicklungen, weiterhin durch analytische 
Fortsetzung. 

Die Transformation in diese Normalform ist auf 24 verschiedene 
Arten möglich, da man die vier Indices 0, 1, 2, 3 auf 24 Arten 
aitf die vier Verzweigungspunkte verteilen kann. Je vier dieser 
Arten geben aber nach I, § 15, VIII immer denselben Wert von l 
sowohl, wie von dem vor dem Integralzeichen rechts auftretenden 
Faktor. 



§ 64. Die zweite (WEiERSTRASs'sche) Normalform. 

Auf eine zweite Normalform werden wir geführt, wenn wir davon 
ausgehen, daß die Funktion 



"{Jm 



nach § 55, (11) eine lineare gebrochene Funktion von.z ist. Be- 
zeichnen wir sie mit t, so entsprechen 

den Werten von z: «„ «^ a^ a^, 

hezw. die Werte von ^: e^ co e^ e^. 

Wir haben § 4 bereits die Formeln angegeben, die 'C durch z 

ausdrücken, und brauchen ihnen jetzt nur noch ihre Auflösung 
nach z beizufügen; wir erhalten: 



"^ "a 


1* -1- 3nia,^ + ao^a, + öj 






a, ■+ ■^-- 








bstitution 


geht das vorgelegte Integral 


Über 


in 


/ yJr 









Auch die Transformation in diese Normalform ist auf 24 ver- 
schiedene Arten möglich, entsprechend den 24 Permutationen der 
4 Verzweigungspunkte. Die Koeffizienten der Normalform sind 
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jedoch symmetrische Sanktionen der e^; daraus würde man ziinächst 
schließen, daß diese Koeffizienten hei je 6 Permutationen der a ihre 
Werte nicht ändern, also nur je vier Tersohiedene Werte haben 
können. Die Ausführung der Rechnung (§ 55, 18, 19) hat jedoch 
für diese Koeffizienten der Normalform Werte ergeben, die sich 
rational durch die Koeffizienten der vorgelegten Form ausdrücken, 
also bei keiner Vertauschung der Wurzeln derselben sich ändern. 



§ 65. Die dritte (LEGENDRE'sche) Normalform. 

Eine dritte Normalform, die namentlich in den älteren, an 
Legendbe, Abel und Jacobi anschließenden Arbeiten fast ans- 
schließhch benutzt wurde, erhält man, wenn man verlangt, daß die 
Verzweigungeptmkte einander zu je zweien entgegengesetzt gleich 
sein aollen. Man kann dann noch einem Verzweigungspunkt einen 
beliebigen Wert Yorschreiben, etwa den Wert 1 , aodaß ein zweiter 
nach — 1 f^ällt; bezeichnet man die beiden andern mit ±/i~^ und 
yerlangt, daß 

den Punkten: ^ = c-o t^i f^a '^-3> 

bezw. die Punkte: f=l ,w~^ — /i,-- ■— 1 
entsprechen sollen, so erhält man folgende Formeln: 



1) 

also: 
2) 



- + 



/^^ 



+ i/r: 
VI 



VI 



-yi-i 



Zu jedem der 6 verschiedenen Werte von X gehören also 4 ver- 
schiedene Werte von fi. Alle diese 24 Werte sind- voneinander ver- 
schieden; aber je vier von ihnen unterscheiden sich nur durch 
Faktoren, die Potenzen von i sind. Jeder dieser Werte läßt sich 
übrigens rational durch jeden andern ausdrücken; ist ft irgend einer 
der vier in der Formel (2) enthaltenen Werte, so sind die drei 
andern: — ^, ii~^, — ^~^ Ersetzt man ). durch 1 — ?., so erhält 
man vier Werte, von denen einer ist: 



'«.-yS+i/r-i-;!;; 



also die drei andern: 
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Ersetzt man X durcli — - — , so erhalt man die yier "Werte ift., 
— ip., iti.~^, —ifi-^. Die 12 andern Werte sind nan leicht zu 
bilden. 

Jede lineare Substitution, die einen dieser 24 Werte in einen 
andern überführt, muß sie notwendig alle unter .sich penniitieren ; 
und die 24 linearen Substitutionen, die man so erhält (die Identität 
mitgerechnet), müssen eine Gruppe hilden. Man erhält also hier 
nehenhei eine endliche Gruppe, die aus 24 linearen Substitutionen 
besteht. Sie führt den Namen der Oktaedergruppe. 

Die zugehörigen Substitutionen der Integrationsvariabein er- 
halten wir am bequemsten, wenn wir den Durchgang durch die erste 
Normalform nehmen. Wir finden; 

i.T-^ : ^'-.'^- = a-^~^_ . ^ - 1 

d. h.: 

und daraus: 

1 _^ = 



I +«^^ 



1+ 1"-^ l- l 1 -t- /t= 1 - 



£(1 - D(l - VI) - (l^y • <li.«l'^-A»±üli) ; 

andererseits : 

also schließlich: 

4) f '^ -^ - = (l +!,^) f— -''- J ■ 

Wie aus den zu Beginn des Paragraphen angestellten Über- 
legungen hervorgeht, ist die Transformation in diese Normalform 
anf 24 verschiedene Arten möglich; aber die einzige unter dem 
Integralzeichen vorkommende Konstante ^* hat für je vier solche 
Transformationen denselben Wert. 
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§ 66. Die linearen Transformattonen eines elliptisclien Integrals 
I. Gattung in sicli selbst. 

In allen drei in den letalen Paragraphen untersuchten Fällen 
hat sich herausgestellt, daß man bei je vier verschiedenen Trans- 
formationen auf eine Normalfonn dieselben Werte der in der 
Normalform auftretenden Konstanten erhält. Es muß also auf drei 
verschiedene Arten möglich sein, ein in der Normalform vorgelegtes 
elliptisches Integral I. Gattung durch Einführung einer neuen Inte- 
■grationsvariabeln, die eine lineare gebrochene Funktion der gegebenen 
ist, in ein Integral derselben Normalform mit denselben Konstanten 
überzuführen. Man könnte die Substitutionen, die das leisten, aus 
den allgemeinen Formeln der vorigen Paragraphen zusammensetzen; 
man bekommt sie aber bequemer durch folgende Überlegungen: 

Der dritten Normalform sieht man unmittelbar an, daß sie durch 
jede der drei Substitutionen: 

in ein Integral derselben Form, mit demselben Werte von fi* über- 
geführt wird. 

Für die erste Normaiform erhalten wir die betreffenden Sub- 
stitutionen am einfachsten, wenn wir davon ausgehen, daß das 
Doppelverhältnis von vier Punkten ungeändert bleibt, wenn man 
zwei von den vier Punkten und gleichzeitig die beiden andern 
Punkte vertauscht (I, § 15). 

Die Substitution, die 1?.-^ go 

m 10 CO 1"^ 

überführt, lautet: 

die Substitution, die 1 l-^ co 

in A-i 00 1 

überführt, lautet: 

■6) ^'=Ti1t^- 

Endlich die Substitution, die 1 'l.~^ co 
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§ G6. Lineare Tmnsfm-mationsn eirtes elliptischen Integrals I. Gattung. 16. 
überführt, lautet einfach; 

Pur jede dieser 3 Substitutionen besteht die Gleichimg: 

5) f '^^ ^ r-_ 



(bei geeigneter Bestimmung des Vorzeichens der Quadratwurzehi). 
Ebenso erhalten wir für die zweite Normalform: 
die Substitution, die o3 e, e^ e^ 
in y^ GC «3 «2 
überführt, lautet; 

Dabei wird: 



r - «, - («1 - «,) i^ . 

also auch hier: 

7} f '^^ = r__ " ' 



%)(5-e.){i:-e3) 



Die heiden andern Suhetitutionen, die die zweite NormEtlform in 
sich überführen, gehen aus dieser darch Vertauachung der Indices 
1, 2, 3 hervor. 

Überhaupt kann man jedes elliptische Integral I. G-attung auf 
drei Terschiedene Arten durch eine lineare gebrochene Substitution 
in ein Integral derselben Form mit denselben Yerzweigungspunkten 
transformieren. Sind «„, «j. c^, «g die Verzweigungspunkte, so 
lautet eine dieser Substitutioiien ; 
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man erliält für sie durcli Eechming oder ans I, § 15: 



oder: 








^) 






K- a, Kg - «1 %' - .'„ 


und: 






-"..,--•' '■-..,■:"- 


oder: 








10) 








also: 








(*- 


a„)(» 


-a„ 


(Ä-«ä) /(«, -<.„)(<.3 -«JV(*'-"l)(*'-''s)(*'-''3) 




i^' 


"1 


l(.,-.,)K-.,)j (.■-..)■ 


andererseits 












d» («,-..)(•.-•.) i»- 



also schließlieh, bei geeigneter Bestimmung des Vorzeiclioos der 
Wm-;iel: 



^r — ''-' 





Die beiden andern Substitutionen ergeben sich aus dieser durch 
Indi ce s vertauschung. 

Durch diejenige von diesen Substitutionen, die ct^ mit «^ und 
Kj mit ßg vertauscht, können die Gleichungen (8) von § 8 direkt 
bewiesen werden. 
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§ 67. Übergang v 



ACHTER ABSCHNITT. 



Lineare Transformation. 

§ 67. Übergang von einem primitiven Periodenpaare zu einem 
andern durcli lineare Transformaiion. 

VV ir haben bisher die öesamtheit der Perioden eines Körpers 
elliptischer Funktionen stets in der Weise dargestellt, daß wir zwei 
Perioden 2 aij, 2 a^ als gegeben annahmen und dann die sämtlichen 
Perioden durch: 

1) 2 k^ oji + 2 A3 W3 {k^, k^^O, +1, ± 2 . . .) 

ausdrückten. Wir hatten das geometrisch so formuliert, daß wir 
die Periodenpunkte als Knotenpunkte eines von zwei Scharen 
paralleler Geraden gebildeten Gitters ansahen, die bezw. zu den 
Strecken . . . cjj und . . . Wg parallel waren (§ 12). Wesentlich 
für unsere Untersuchungen war aber immer nur die Gesamtheit der 
Perioden, geometrisch: diö Gesamtheit der Knotenpunkte des Gitters; 
daß wir diese Gesamtheit ursprünglich aus zweien anter ihnen in 
der Form (1) zusammengesetzt hatten, war wenigstens im II und 
in. Abschnitt ganz zurückgetreten. Es wurde daher nahe htgen, 
von dieser Gesamtheit auszugehen und zu tilgen wie man m ihr 
zwei Perioden von der Beschaffenheit wählen kann daß "ich ille 
andern in der Form (1) durch sie ausdrucken Doch wollen wii 
diese Frage in der Weise beantworten, daß wn von emei bestimmten 
Darstellung (1) ausgehen und zusehen, wit wn ins ili die id ii^eu 
ableiten können. 

Aus zwei bestimmten Halbperioden: 

I < = «öl, +;5«3, 

2) 1 1 < 3 

l «3' = / 0*1 + <^ ^3 

lassen sich alle übrigen linear mit ganzzahligen Koeffizienten zu- 
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8 am men setzen, sobald das mit a>^ und «^ selbst der Fall ist, sobald 
also iu der Umkeliruug der Gleicbungen (2): 



3) 



die Determinante: 

4) -ö = ß li - ß y 

in «, ß, y und ä aufgellt Dann muß aber X)^ in aÖ und ßy. 

also auch in D aufgehen; and das ist nur möglich, wenn _D = 4; 1 

ist. Also folgt: 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß die 
Gesamtheit der aus 2co^, ^(öj' sich ergebenden Perioden mit der Ge- 
samtheit der aus 2 öJj , 2 ö>g sich ergebenden identisch sei, ist: 

T) -D = ± 1 . 

Dabei ist jedoch noch ein Umstand zu berücksichtigen. "Wir 
haben seit § 14 immer an der Festsetzung festgehalten, die Be- 
zeichnung sei so gewählt, daß der Quotient r = w^/mj einen positiven 
imaginären Bestandteil hat. Nun ist, wenn t = x + ii/ gesetzt wird: 



8) ^ = 



Y + 8{x + iy) _ (« + ß^) (y + Sx) + ßÖy" + iPy 
n -^ßix + iy) (a + ßxf + ßy'' 



Der imaginäre Bestandteil von to^'/w^' ist also nur dann auch 
positiv, wenn _Z> positiv ist. Aas diesem Grunde setzen wir fest: 

II. Im folgenden sollen nur solche Substitutionen (2) untersucht 
werden, für welche 
9) i> = + 1 

ist. Man nennt solche Substitutionen „unimodular": 

Man nennt ein Paar von Perioden einer Funktion, durch die 
sich alle andern in der Form (1) ausdrücken lassen, „ein primitives 
Periodenpaar". ^ Der Übergang von einem primitiven Periodenpaar 
zu einem andern durch eine Substitution (2) nnter der Bedingung (9) 
heißt lineare Transformation der Perioden. 

Die Bedingung D — l schließt aus, daß die vier Koeffizienten 
K) ß, Yt ^ einen ihnen allen gemeinschaftliehen Teiler haben, lu- 

' Nicht jedes Paar vou l'erioden, von denen jode einzelne primitiv Ist im 
Sinne der I, g 41, VI gegebenen Definiüoa, ist ein primitives Pci'iodenpaar 
im Sinne des Textes. 
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§ 68. Aufbau der Gruppe der Modulsubstitutionen. 169 

folgedessen bleibt das Periodenverhältiüs r nur bei zwei linearen 
Periodentranaformationeii ungeändert: Dämlich bei der „identischen 
Transformation", bei der die Perioden überhaupt nicht geändert 
werden, und bei gleichzeitigem Vorzeichen Wechsel beider Perioden: 

10) 0!^'= -o,„ <= -W3, j-' = r. 

Es genügt deshalb für viele Zwecke, nur die gebrochenen linearen 
Substitutionen (I, § 14 ff.) des Periodenverhaltnisses : 



11) 



J- -|-_^ _ - y + fi 



ZU untersuchen; zu jeder solchen Substitution, in der k, ß, y, d 
ganze Zahlen der Determinante 1 sind, gehören zwei und nur zwei 
lineare Periodentransformationen. Wir bedürfen für das folgende 
einer kurzen Bezeichnung dieser Substitutionen: 

III. Unter einer Modulsubstitution versteht man eine gebrochene 
lineare Substitution mit ganzzahligeri Koefftzinnien der Determinante 1. 

§ 68. Aufbau der Gruppe der Modulsubstitutionen 
aus erzeugenden Operationen. 

I. Die Gesamtheit der Modulsubstitutionen bildet eine Gruppe 
(I, § 14, VII). 

Denn die Zusammensetzung zweier Modulsuhstifcutionen hefert 
nicht nur, wie bereits I, § 14, VI ausgesprochen, wieder eine lineare 
Substitution, sondern die dortigen Formeln (11) zeigen auch, daß 
die Koeffizienten der resultierenden Substitution ganze Zahlen werden, 
wenn die der komponierenden es sind; und aus dem Multiplikations- 
aatz der Determinanten oder durch elementare Eechnung folgt, daß 
die Determinante der resultierenden gleich dem Produkt der De- 
terminanten der komponierenden ist, also letztere ebenfalls = 1, 
wenn jede der beiden ersteren = 1 ist. 

Diese Gruppe enthalt unendlich viele Operationen; man kann z. B. 
für cc und ß ein ganz beliebiges Paar zu einander teilerfremder 
ganzer Zahlen wählen und dann y und S noch auf unendlich viele 
Arten so bestimmen, daß die Determinante = 1 wird (wie aus der 
Theorie der sog. diophantischen Gleichungen, bezw. der Kettenhrüche 
bekannt ist). Aber ihre Operationen bilden keine honfinuierlicke 
Manniff faltigkeit; die Parameter, von denen sie abhängen — eben 
die a, ß, -/, S — sind nicht kontinuierlich veränderlich, sondern auf 
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ganznahlige Werte beschränkt. Eine solche Gruppe nennt man 
diskret; wir können daher den Satz aussprechen: 

II. Die Gruppe der Modulsubstitutionen ist eine unendliche 
diskrete Gruppe. 

Drei hesondere Substitutionen dieser Gruppe werden wir be- 
sonders häufig zu benutzen haben und bezeichnen sie deshalb so- 
gleich mit eigenen Buchstaben: 
1) S: r'= 1 + 7:, 



3) ü: r'= -1-^^-^^'- 

Aus diesen Substitutionen lassen sich weitere zusammensetzen. 
Um solche Znsammensetzungen von Substitutionen bequem schreiben 
'/A\ können, setzen wir fest: 

in. Eine Gleichung zwischen Substittitionen, die die Form hat: 

4) r=ST 
oder ansführlicher: 

ö) r(r)_ji[rw] 

soll bedeuten: V{t) ist diejenige lineare Funktion x" von t, die man 
erhält, wenn man erst tf = ^(r) und dann x" = 'S(t') bildet} 



52'(r) = l-r i'S(r) = -(1 -H r)-i; 

diese beiden Substitutionen =iinl ilso voneinander yerscbieden, die 

Zusammensetzung von S und T i,u ST ist keine kommutative Operation 

(I, § 2, 2). Dagegen geht aus ihrer Definition unmittelbar hervor, 

daß sie associativ ist (I § 2 3) daß wir also beim Aneinanderreihen 

mehrerer solcher Symbole keine Klammern zu setzen brauchen. 

Statt SS, SSS... kDnnen wir daher auch S^, S^ : . . . schreiben 

(vgl. I, § 22); cüese symbolischen Potenzen" von S genügen dann 

dem Gesetze: 

(5) s + ^Ä"*«". 

Es ist zweckmäßig, diese Bezeichnung so auszudehnen, daß dem 

Exponenten auch der Wert und negative Werte beigelegt werden 

' Manche Schriftateiler bezeieiineii dasselbe gerade umgekehrt mit 
F= TS („lesen die ZusajnmensetziiDg von liaks cach rechts"). 
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können. Unter S" verstellt man dann die „identische Substitution", d. h. 
diejenige, die t in sich selbst überfälirt (r' = r), unter 8~ ^ die „zu 
S inmrse Substitution" (I, § 22, II), für die SS-'^ = 5-1^ = 5" oder, 
wie man auch schreibt, = 1 ist Auch für solche Exponenten bleibt 
die Gleichung (6) besteben. 

Giebt es Exponenten, für die die Gleichung: 

7) Ä" = 1 

besteht, so nennt man den kleinsten positiven unter ihnen die Ord- 
nung von S und diese selbst eine cyhlische oder periodische Substi- 
tution (vgl. I, § 18, VII}. 

Z. B. sind die Substitutionen T and U cybUsch, erstere von 
der aweiten, letztere von der dritten Ordnung; es ist nämlich: 

8) f^t ...t'= -(_r-i)-i = T, 

10) U^":...t' = — =p^ = T. 

Dagegen ist; 

11) 5-...r' = r + H; 

S ist also nicht cyklisch. 

Man kann nun den Satz beweisen: 

IV. Die Gruppe der Modulsubstitutionen läßt sich aus S und 1 
„erzeugen'^ ; mit andern If orten, jede Modulsiibstitution läßt sich durch 
eine Aufeinanderfolge geeigneter Potenzen von S und T darstellen. 

Ist nämlich in einer Modulsnbstitution | /5 | > | if | , so setzen 
wir zunächst: 

12) ''=-{• 
Tg ist dann eine lineare Funktion von t: 

13) ^0=-^^^' 

in der der Koeffizient von t im Nenner dem absoluten Betrage nach 
kleiner ist als der im Zähler. Ist von Anfang an |/5|^|5|, aber 
/? =1= 0, oder im andern Fall, ist das durch die Substitution (12) er- 
reicht, ao bestimmen wir [was stets, und zwar im allgemeinen auf 
zwei Arten geschehen kann) eine ganze Zahl m^ so, daß: 

14) im,ß-ö\<\ß\ 
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wird. Dann können wir schreibei 
r' {bezw, t,,) = m^ + 



Setzen wir also; 



so ergiebt sich: 

, _ fi + dj^ 

mit folgenden Werten der Koefäzienten : 

Die Bedingung | Ä | < | ^i | ist also zufolge (14) wieder erfüllt; 
ist ß^ nicht gleich 0, so bestimmen wir eine ganze Zahl m^ so, daß 

l",fi-*\ I < 1(5, I 
wird und setzen: 

Daraus ergiebt sich: 

mitr 

«ä = m^ «1 - /i, ß.^ = ^3 /?i - dij, ;'3 = «1, .-Vj = ,5i, 

also \ ß^l < I i^a |- -'■^t auch ß^ noch nicht gleich 0, so kÖDnen wir 
das Verfahren fortsetzen; wir müssen aber jedenfalls nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten zum Ziele gelangen. Denn das 
Verfahren liefert eine Folge von ganzen Zahlen ß, ß^, ß^, ß^ ■ ■ ., 
von denen jede dem absoluten Betrage nach kleiner als die vorher- 
gehende ist; es muß also notwendig spätestens bei dem ß^™ Schritt 
in dieser Folge die Null auftreten. Sei ß^ = 0, dann folgt aus 

aJ^-ß^Y„= 1» 
daß Kjj = (^^^ = +1 sein muß, also : 

< = I + r„ = S±ym. 
Damit ist in der That die vorgelegte Modulsubstitution in der Form: 
15) 8""TS'^T.. . S'^u-iTS±y^, 

bezw.: 
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dargestellt, Satz IV also bewiesen. Man sieht, daß das Verfahren 
im wesentlichen auf die Entwicklung von ß/S in einen Kettenbruch 
hinauskommt. 

Wenden wir es z. B. auf U an. so haben wir : 

wir haben also wij = — I zu setzen. Damit wird 

«1^-1, ß^ = 0, /j = 0, i\ = - 1. 
Es wird also schon r^' — r, und es ist somit: 

16) U=S-^T. 
Folglich ist: 

17) Ü--^^T-'S^ TS 
und deshalb nach (10); 

18) TS TS TS = 1 
oder: 

19} S-^= T8TST. 

Vermittelst dieser Gleichung kann man, wenn man will, die 
Potenzen von S mit negativen Exponenten aus dem Ausdruck einer 
beUebigen Modulsubstitution durch S und T (14 oder 15) entfernen. 
Man eihalt / ß. ; 

20) ü^ TS TS. 

§ 69. Einfluss der linearen Periodentransformationen 
auf die elliptischen Funktionen zweiter Stufe. 

Wähi'end pu, ^u, au ilirer Definition durch unbedingt kon- 
vergente Reihen, bezw. Produkte gemäß nur von der Gesamtheit der 
Perioden, nicht von der Auswahl eines einzelnen primitiven Perioden- 
paares abhängen, also beim Übergang von einem solchen Perioden- 
paar zu einem andern ungeändert (invariant) bleiben, ist das mit den 
im TV. Abschnitt untersuchten elliptischen Funktionen zweiter Stufe 
nicht mehr der Fall; denn in ihrer Definition spielen bestimmte ein- 
zelne Perioden eine besondere Eolle. 

Um diese Änderungen zu bestimmen, gehen wir zurtlck auf die 
Entwicklungen von § 28, die zu Sigmafunktionen mit Indices geführt 
haben. Vermehrt man diese Indices um ganze Zahlen, so bleiben 
die Multiplikatoren ungeändert (§ 28, (0)).. Aus dem Zusatz zu 
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§ 28, V geht dann hervor, daß diese Sigmafunktionen mit Indiees 
sich nur um einen konstanten Faktor ändern können, wenn wir ihre 
Indiees um ganze Zahlen ändern. Wir können auch diesen Faktor 
noch beseitigen, \venn wir mit dem Wert der Funktion flir irgend 
einen speziellen Argumentwert, z. B, für m — dividieren.^ Wir 
erhalten so den Satz: 

I. .Es ist: 

wenn pj_, p^ beliebige ganze Zahlen bedeuten. 

Andererseits folgt unmittelbar aus der Definition der Signia- 
funttionen mit Index der Satz: 

II. Führt man an Stelle der Perioden 2«^, 2 Wg durch die Sub- 
stitution (2) von § 67 andere ein, so erhält man: 

Sind v^, Cg rationale Brüche mit dem Nenner n, so werden 
auch av^ -\- ß v^, y v^ + S v^ Brüche mit diesem Nenner. Reduziert 
man diese Brüche mit Hilfe der Gleichung (1) auf ihre echt ge- 
brochenen Bestandteile to lehrt die Gleichung (2); 

ni. Li giebf eine endliche Anzahl von Sigmafunktionen mit In- 
diees, die Bruche mit dem Itenne} n smd diese werden bei jeder 
linearen Periodentransfoimation nur unter •'ich vertauscht. 

Insbesondere gilt dis auch im Falle 7=2, d. h. fiir che drei 
WEiEESTEA&'^schen Nebensigma. 

Zufolge des Satzes IV von 4; 6H sind wii imstande, diese Ver- 
tauschungen fui jede beliebige voia;elegte lineare Periodentransfor- 
mation anzugeben sobald wii sie fui die beiden erzeugenden Trans- 
formationen S und T kennen D'\bei ist zu beachten: Zwar ent- 
sprechen (§ 67 am Endo) jeder gebicchenen Substitution des 
Periodenveihaltnibses zwei vei chiedene Ti ansfoi raationen derPerioden 
selbst. Aber diese brauchen wir hier nicht zu unterscheiden; denn 
die drei Nebensigma bleiben, wie aus ihren Definitionen (§ 30) 
hervorgeht, ungeändert, wenn man «j und fu^ durch — ö3j und 
— m, ersetzt. 





Ans (2) folgt speziell: 


3) 


",„..(«1».. »1 + ".)-"., +..,.. (»l<»i.'».). 


4) 


».„..(»1 -»„«,) -»..-„ («i»,,".)- 


fühl 


' cTr^vjtO) iat nur 0, wenn j-j uud 1-3 selbst gawsie Zahlen sind; dieser Pftll 
.■t auf die ursprüngliche Sigroafuuktion zurück. 



y Google 



^70. ■)ß^^ und -fT^- n5 

Bezeichnen wir also die ,jtran8f6rmierten" Funktionen durch 
ÜberBtreieheu, so erhalten wir: 
für S: 

fiir T: 

Aus diesen Formeln erhält man die entsprechenden Formeln 
für jede beliebige andere lineare Periodentransformation durch Zu- 
sammensetzung; so z. B. für U = S-'^T {% ö8, 16): 

für m-. 

endlich für VS^S^^TS: 
9) ■ n^u^a^u, u^u = a^u, 'G^u = a.^u. 

Damit haben wir, die Identität (§ 68, p. ITl) mitgerechnet, bereits 
sechs lineare Periodentranafonnationen; bei jeder derselben sind die 
transformierten Funktionen ff j u, g^ u, äg u zusammen den ursprüng- 
lichen ff^u, <T^u, ö-gM gleich, aber jedesmal in anderer Eeihenfolge, 
Es giebt aber nicht mehr als sechs verschiedene Anordnungen von 
drei Elementen; also können wir sagen: 

IV. Bm-ck lineare Transformation der Perioden können die drei 
Nehensigma auf jede überhaupt mögliche Art miteinander vertauscht 
werden. 

§ 70. Einfluss linearer Periodentransformationen auf die Wurzel- 

grössen y^V-e^" und fe^^. 

Was von den Nebensigma im yorigea Paragraphen bewiesen 
wurde, gilt auch von den Größen e^, e^, Cg und von ihren Differenzen. 
Außerdem haben wir aber in § 32 auch bestimmte "Werte der 
zweiten und der vierten Wurzeln aus diesen Differenzen als ein- 
deutige Funktionen der Perioden definiert. Wenn nun bei einer 
bestimmten lineai'en Periodentransformation etwa e^ und e^ in e, = e^ 
und s^ = ßj übergeführt werden, und wenn man dann mit ^S^ — S^ 
denjenigen Wert dieser Wurzel bezeichnet, den die früher mit 
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y*i ~ ^a bezeichnete Funktion der Perioden bei Substitution der 
neuen Periodenwerte annimmt, eo entsteht die Frage, ob dieser Wert 
mit dem früher mit ]/eg — e^ bezeichneten Wert identisch ist. Eine 
analoge Frage wird für die Werte der vierten Wurzeln zu beant- 
worten sein. Wir wollen auch hier auf eine Ableitung allgemeiner 
Formeln yerzichten und uns damit begnügen, die Resultate für die 
Substitutionen S und T anzugeben, die aus den früheren Formeln 
zu entnehmen sind. 

Was zunächst die Substitution S betrifft, so kann man deren 
Einfluß auf die unendlichen Produkte von § 32 an diesen Produkten 
selbst unmittelbar ablesen, wenn man dabei beachtet, wie die auf- 
tretenden Potenzen von h mit gebrochenen Exponenten definieit 
waren (§31 am Ende). Es geht daraus hervor, daß für diese 
Substitution : 

1) A= - h, k'l^ = ih'!', 
also: 

2) F„ - //,, B^ = 7/,, Jl,_ = //,, ^7^ = E,. 

Die Gleichungen § 32, (13) zeigen dann, daß man zu setzen hat: 




(Eine gewisse Kontrolle der Rechnung erhält man durch den 
Umstand, daß die neuen Werte dieser Wurzelgrößen ebenso wie die 
alten den Eelationen § 32, (14) Genüge leisten müssen.) 

Weniger einfach hegt die Sache für die Subatitution T, da den 
unendlichen Prodnkten nicht unmittelbar anzusehen ist, wie sie sich 
dieser Substitution gegenüber verhalten. Man muß hier anf die 
üeünition der zu untersuchenden eindeutig bestimmten Werte der 
Wurzelgrößen durch die Werte der Sigmafunktionen für die Halb- 
perioden zurückgehen (§ 32, 13); man findet so z. B.: 

i/r sr _ Zi^ _ "1 Joh - Oh) „ '^1 i9h + a ^.) 
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und ebenso die übrigen Formeln der folgenden Tabelle: 

l/ßj"-^ = - y^i^^. y^^ - ^3 - j/eg - Cj", 

lo älmlicher Weise läßt sich auch feststellen, wie sich die Pro- 
dukte und Quotienten aus vierten Wurzeln, die in § 32 als eindeutige 
Funktionen der Perioden definiert sind, gegenüber linearer Trana- 
fornaation der Perioden verhalten. Nicht so einfach liegt die Sache 
flir diese vierten Wurzeln selbst, da deren Definition auf einer will-, 
kürlichen Festsetzung über den Wert beruht, den man der Quadrate 
wurzei aus SiWj/ji beizulegen hat. 

§ 71. Einfluss der linearen Periodeniransformationen 
auf die Funktionen Jacobi's. 

Will man aus den Resultaten der beiden vorhergehenden Para- 
graphen die entsprechenden Formeln für die von Jacobi eingeführten 
Funktionen herleiten, so hat man vor allem zu beachten, daß die 
unabhängige Variable Jacobis selbst nicht von hnearer Perioden- 
transformation unbeeinflußt bleibt. So erhält man z. B. für die 
Transformation S: 




BDEKHAtiDT , Fiiulitionen. II. 
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und folglich; 






8) 


«(-.- 


,„, k") 


9) 


,n{-i 


w, k") 


10) 


in{-i 


«, k") 






cn(it^, k'^) 



Gewöhnlich schreibt man diese Formebi etwas anders, indem 
man das auf der linken Seite auftretende Argument als unabhängig 
veränderlich ansieht und mit einem besonderen Buchstaben be- 
zeichnet; also z. B,: 



und; 

' sn{iD, « j _ — i ^^,^^ ^a-| 

Berücksichtigt man, daß sn eine ungerade, cn eine gerade 
Funktion des Arguments ist, so sieht man, daß die letzte Gleichung 
gleichbedeutend ist mit der gebräuchlicheren Form: 






% 72. Lineare Transformationen, die modulo 2 zur Identität 
kongruent sind. 

I, Als „modulo 2 zur Identität kongruenf bezeichnen wir die- 
jenigen linearen Transformationen, deren Koeffizienten modulo 2 zu den 
entsprechenden Koeffizienten der identischen TS'ansformation kongruent 
sind, mit andern fVorten, diejenigen, hei denen u und § ungerade, 
ß und y gerade sind. 
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Schreiben wir: 

j Wj -=(2a+ l)öj + 2Ö0J3, 

1 Wg = 2c(ö^ +{2d+ 1)0)3, 

so können wir für diesen Fall die Formeln für die Transformation 
der Funktionen zweiter Stufe explicite durch a, h, c, d ausdrücken. 
Man sieht nämlich zwar sofort, daß bei jeder solchen Transformation 
die e einzeln ungeändert bleiben (es ist p&^= pa^ n. s. f,}, aodali 
also: 

imd ebenso: 

wird; aber daraus folgt nicht, daß auch: 

y^« — «■ß = ye„ ~ eß 

gesetzt werden dürfte. Vielmehr folgt aus den Delinitionsformeln 
(§ 32, IB) z.B.: 

-.1 . _- _ tfs«. _ <T^{<^^ -1[a-\-e)i^^~2(h-{-d)m^) 
f^a "^s** Tj-^^ ff{6), -2(a + c)i»i -2(6 + d)<ü,) 

lind ebenso die übrigeü Formeln der folgenden Tabelle: 

(Um einzusehen, daß auch diese transformierten Werte den 
Gleichungen (14) Ton § 32 genügen, beachte man: aus: 

(2ft +l)(2rf+ l)_4äc = l 
(§ 67, 7) folgt: 

2(«rf~Äc) + « + t?= 0; 
also müssen a und d entweder beide gerade oder beide ungerade sein.) 
Aus diesen Formeln erhalt man weiter: 

h = {~lYk, Ä' = (-1)V(', ^ = (-1)"^ 
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iintl daraus folgt weiter direkt: 

önw = anw, dnw = dnw; 
aber auch, da suv} eine ungerade Funktion ist: 

.-Ä.-S = (-l).„((_l).„) = .n„. 

Obwohl also die DeHnition der Funktionen jAconis durch die 
von Wbiekstkass Yon den Quadratwurzeln aus den e abhängt, die 
nicht bei jeder modulo 2 zur Identität kongruenten linearen Perioden- 
transformation ungeändert bleiben, so bleiben doch jene Funktionen 
selbst bei jeder solchen Transformation ungeändert. 

§ 73. Ableitung der linearen Transformation der Thetafunktionen 
aus der der Sigma. 

Die Formeln für die lineare 'l^ansformaüon der Thetafunktionen 
können mr auf zwei ganz verschiedenen "Wegen ableiten, entweder 
aus den Ausdrücken der Theta durch die Sigma (§ 47, 18 — 21)-oder 
aus den allgemeinen Sätzen der Theorie der JACOBischen Funktionen, 
"Wir wollen zunächst den ersten Weg für die beiden erzeugenden 
Transformationen S und T einschlagen; dabei genügt es, wenn wir 
uns auf die Untersuchung der fundamentalen Thetafunktion be- 
schränken, da wir aus den für sie geltenden Formeln die Formeln 
für die übrigen Fimktionen durch Addition halber Perioden ableiten 
können. 

Für die Transformation 8 hat die Sache gar keine Schwierigkeit. 
Denn für sie können wir das Verhalten der Wurzelgrößen, die in 
jenen Ausdrücken der Theta durch die Sigma auftreten, aus der 
Darstellung jener Wurzelgrößen durch unendliche Produkte ablesen. 
Wir finden: 



H-^^ 



1) *,(,i i + l) _*,{»; r). 

Weniger einfach ist die Sache für die Substitution T, \ 
den unendlichen Produkten B. nicht ansieht, wie sie sich f 
der Vertauschung von t mit — l/r verhalten. Infolgedessen bleibt es 
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zunächst nnbestimmt, welcher "Wert der auftretenden vierteil Wurzel 
i ist. Man erhält: 



oder wegen der LEGENDHESchea Eelation (§ 19, 14) 



und folglich: 

2) ,»,(-% -i) = V^7?, ?'■*,{,, T); 

aber es bleibt zunächst unbestimmt, welcher der beiden Werte der 
Quadratwurzel hier zu nehmen ist. 

Diese Unbestimmtheit können wir durch folgende nachträgliche 
Überlegung heben. Die Veränderlichkeit der Größe t ist auf solche 
Werte beschränkt (§ 14, II), deren imaginärer Bestandteil positiT 
ist; also ist — It eine Größe mit positiv reellem Bestandteil. Der 
Hauptwert der Quadratwurzel (I, § 58, V) ist also eine für alle in 
Betracht kommenden Werte von r stetige Funktion; da auch die 
andern Bestandteile der G-leicbung (2) sich stetig mit r ändern, so 
folgt: wenn die Formel für irgend ein spezielles Wertepaar (r, t) 
nur dadurch richtig wird, daß man den Hauptwert der Quadrat- 
wurzel nimmt, so ist für jedes Wertepaar {«, t) der Hauptwert zu 
nehmen. Nun wird für u — 0, t = z auch v — Q, t = i; also ist ein 
spezieller Fall von (2): 

,^3(ü!0 = >T.^3(0|0. 

Da nun diese Formel nur dadurch richtig wird, daß man den 
Hauptwert der Quadratwurzel nimmt (denn ö-g (0 I i) ist nach § 48, 1 
von Null verschieden)^ so folgt allgemein; 

In der Gleichung (2) ist der Hauptwert der Quadratwurzel zu 
nehmen. 

Die Transfonnationaformeln für die übrigen Thetafunktionen 
ergeben sich aus den angeschriebenen durch Vermehrung der Argu- 
mente um halbe Perioden; die Formeln für andere Transformationen 
gemäß § 68 durch Zusammensetzung. 
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§ 74. Direkte Untersuchung der linearen Transformation 
der Thetafunktlonen. 

Führt man in die Gleichung (7) von § 37 vermöge der Glei- 
chung (9) desselben Paragraphen die Ordnungszahl n ein, 30 kann 
■man sie schreiben: 

I (m + 2 Ä^ Mj + 2 ^3 Mg) 

Setzt man in dieser Gleichung für \ k^ einmal a, ß, das andere 
Mal Y, §, so sagt sie aus: 

I. Jede elliptische Funktion III. Art ?*'"■ Ordnung mit den Perioden 
I. Art 2(öj, Sojj, den Perioden IL Art —27iia^^ —27iia^ und den 
Parametern fij, b^ ist zugleich eine elliptische Funktion III. Art n'"' Ord- 
nung mit den Perioden I. Art: 

1 1(3. 

I 2w3' = ;'.2o3i + 5.2ö),, 

den Perioden IL Art: 

3) ' 1(3. 

\ -^Tiia^ = - Y.2%ia^ - $.27tia^, 
und den Parametern: 

f Äj' = KÄj + /Sij + naß, 

wenn ci, ß, y, S irgend vier ganze Zahlen der Determinante t he- 
zeichnen. 

Während also die Perioden II. Art sich einfach zu den Perioden 
I. Art „kogredienf substituier en, treten in den Transformationsformeln 
der Parameter ganze Zahlen als Zusatzglieder auf. 

Die Auflösung der Gleichungen (4) nach ö, und ög lautet zu- 
nächst: 



6) 



- yb^ -^ ub^ —nay{ö — ß). 
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Da aber zufolge der Eelation a§ — ßy = 1? wenn ß und S 
beide ungerade sind, die Differenz a — y nicht gerade sein kann 
und ebensowenig die Differenz ö — ß, wenn a und ;' beide ungerade 
sind; da femer die Parameter nur bis auf gerade Zahlen bestimmt 
sind, so folgt, daß wir auch acbreiben Itönnen: 

I L - Sh,' -ß.b' -nßS, 

6) 

l Ä, = — >■ 0/ + K ög' — M a / , 

sodaß die Auflösungen der Gleichungen (4) dieselbe Form haben, 
wie diese selbst. 

Ist die vorgelegte elliptische Punktion insbesondere eine T)ieta- 
funktion, also «j = 0, «3 = -5 — und die Parameter b^ und h^ reell, 
so wird: 



und die Parameter ö/, b^ werden ebenfalls reeU. Soll dann die 
durch Transformation entstandene Funktion ebenfalls durch eine 
Thetafunktion ausgedrückt werden, so ist nach § 41, (6) und (1): 

ZU setzen; außerdem ist zu beachten, daß die neue Variable v = — ^- 
mit der alten v = - - durch die Relation 



zusammenhängt. Man erhält so die Gleichung: 

8) e..'..-(^r.-^)-t'-'-'-ö....C'') 

und speziell für die Thetafunktionen erster Ordnung: 

«) *..■»■ („-TF.- ^) - <''...''"""*"('■ ^)- 

Dabei ist der Zusammenhang zwischen den alten und neuen 
Charakteristiken durch die Gleichungen (4) oder (6) gegeben, wenn 
man in ihnen g für b schreibt; zur Bestimmung der Konstanten C 
bedarf es einer besonderen Untersuchung. 
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§ 75. Bestimmung des in der Formel für die lineare Transformation 
der Thetafunktionen auftretenden konstanten Faktors. 

Zunächst kann man die zu den verschiedenen Charalcteristiken 
gehörenden Faktoren C^^g^ auf einen von ihnen zurückführen. Wir 
gehen dazu etwa aus von der Gleichung: 

Vermehren wir u um g^ Wj — g-^ m^, so entspricht dem eine Ver- 
mehrung von V um — 5-(^i T — g^) und von v um 

die Gleichung (1) geht also dadurch über in: 
^■c.ß. yS ("' - i [(?/ -~aß)T- {ff,' - r ^1] I X') 

Nach § 44, (6) ist aber einerseits die liake Seite dieser Gleichung: 

andererseits: 

ff.. (•- iL?, '- Sa] l»)-«'--'!'- —'•"■•=*„..(" I'); 

also folgt: 

■V ,.-(«■ I »')- c.. «'"•"■*■■"'■».„.(<' ^ ')> 

wo zur Abkürzung gesetzt ist: 
V - - ita' - J,)!»»' - i[(!7,' - "(ä)»' - (»,■ - /•5')]/5" 
-(?,■-««»' + *» 
+ \ßi3^ I -»,)[(«; - ««'' - (.'/.■ -/■')] + -K«, - «l'fl"' 

oder wegen (la); 

Die Vergleichung mit § T4 (9) zeigt, und die Durelifiihrmig 
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der Rechnung bestätigt, daß aus diesem Ausdruck die mit v und v' 
multiplizierten Glieder sich wegheben; die übrigen geben: 

-'iuß[rg, + Ss,){« + ßr)-g,'{c. + ^r)r| 

- i[(y,' - ««te' -/•»)-?,» - 2«/?(,?.' - /'S)] 

Vergleicht man dieses Resultat mit Gleichung (9) des § 74, so 
erhält man als den gesuchten Ausdruck von C^^g^ durch C^q: 



2) 
Speziell : 



- [(((.' + « ,J)(s.'-rä) - 



TT ((" + ^) (r + Ä) - 1 - 2 " (^ (r + ^ J 



^00- 

Zur weiteren Bestimmung von f?^,, kann nun die Eelation (4) 
von § 50 dienen. Da a und ß wegen der Relation von § 67 nicht 
heide gerade sein können, ist aß + c + ß stets ungerade/ebenso 
'/ S + Y + S; die „ungerade" Charakteristik (1, 1) wird also hei jeder 
linearen Transformation in sich (bezw. in eine zn ihr modulo 2 kon- 
gruente) übergeführt. Andererseits wird auch jede gerade Charak- 
teristik wieder in eine solche übergeführt; aber dabei ist zu be- 
achten, daß in der Definition der Thetafunktionen die Charaktere 
selbst, nicht nur ihre modulo 2 genommenen Eeste auftreten. Sei 
etwa von den Charakteristiken der drei transformierten Funktionen 

mit {(pifs) ^^^ ^^ {^^)> '"i* (j^i^b) "ii® ^" C^^)' ^^^ i^i'^h) ^^^ '^^ 
(10) modulo 2 kongruente bezeichnet, so ist nach § 44, (10) und (11): 
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und: 

Bilden wir das Produkt der drei ersten Funktionen, so können 
wir auch schreiben: 

'\.^ M ^,. n {"') '?^, ^. ("') = ( - 1 )'''' '^' + '• ^ '" - '^' -9-0 (^') -^c 1 («') -^1 c («■)■ 
Es sind aber die drei Charaktere 9^^,75, tj^j, abgesehen von der 
Reihenfolge, bezw. gleich aß; aß + a; aß + ß, ihre Summe also 
nach dem Modul 4 kongruent au — aß + a + ß. Somit folgt aus 
§ 50, (4) die Gleichung: 

wo der Äccent links sich auf eine Differentiation nach v' bezieht. 
Ersetzen wir hier die transformierten Theta durch ihre Werte aus 
§ 74, (9) und die Differentiation nach v durch eine solche nach v, 
so erhalten wir: 

also wenn wir die Gleichungen (3) benutzen: 

5) C;„^ = e^^''"'% + ,?T). 

Dadurch sind die Quadrate der Koeffizienten Cg^ ToUständig, 
diese Koeffizienten selbst also bis auf ein allen gemeinschaftliches 
Vorzeichen bestimmt. Dieses Vorzeichen selbst hängt von höheren 
zahle ntheoretisehen Funktionen der lYansformationsko effizienten ah; 
wir dürfen auf seine nähere Bestimmung verzichten. 

Bis auf einen von r unabhängigen Faktor läßt sich der Wert 
von Cgp auch von der Bemerkung aus bestimmen, daß .^(u'it) 
ebenso der Gleichung: 

g'a- _ . . djä_ 

de"' ~ öl' 

genügen muß, wie iI-{v\t) der Gleichung (12) von § 42. 



§ 76. Einführung der Sigmafunkfionen von den Theta aus. 

Die Resultate der letzten Paragraphen geben nun auch ein 
Mittel an die Hand, um die Sigmafunktion aus der Gesamtheit der 
mit ihr verwandten JAConischen Funktionen durch eine charakteristische 
Eigenschaft herauszuheben und damit die Formeln von | 46 auch 
von der Theorie der Thetafunktionen her zu gewinnen. 
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Aus der G-Ieichung (9) von § 19 folgt, daß die transformierten 
Perioden II. Art der Sigmafunktion dieselben Funktionen der trans- 
formierten Perioden I. Art sind, wie die ursprünglichen Perioden 
n. Art von den ursprünglichen Perioden I. Art. Man könnte daher 
damit beginnen, daß man die Aufgabe formulierte: Funktionen von 
föj, Mg zu finden, die flir jede lineare ganzzahlige Transformation 
der Determinante 1 den Gleichungen genügen: 

und die außerdem durch die Eelation (§ 37, 9): 

2) — 2 «j (O3 + 2 «3 «^ = 1 

verbunden sind. Die systematische Behandlung dieser Frage würde 
Hilfsmittel erfordern, die uns hier nicht zu Gebote stehen; aber wir 
können durch die folgenden Überlegungen zunächst eine Losung er- 
halten (eben diejenige, die zur Sigmafunktion führt) und von dieser 
aus dann auch alle übrigen bestimmen. 
Sei mit: 

t = t{u\ r„jO,3 1 a, «3} 

irgend eine JAConische Funktion erster Ordnung der Charakteristik 
(1, 1) bezeichnet; a^, a^ sollen dabei gegebene, der Eelation (2) ge- 
nügende, im übrigen aber willkürliche Funktionen der Perioden 
L Art ö)j W3 bedeuten. Mit a,', a^ bezeichnen wir dieselbe^i Funk- 
tionen der transformierten Perioden I. Art ro/, 033' (also Größen, die 
jetzt im allgemeinen nickt durch die Eelationen (1) mit den a^, «g 
verbunden sind). Es ist dann: 

t^ = t{u\ m,' (ü^- 1 W) 

eine mit t verwandte Funktion (da die Charakteristik (1, 1) bei jeder 
linearen Transformation in sich übergeführt wird) und es besteht 
folglich nach § 39, IV und g 40, V eine Gleichung der Form: 

3) t,{u)^Ce'l''-"'^^'^t(u). 

Die Konstanten C, '1., p. lassen sieh durch die Werte ausdrücken, 
die die Funktionen t und t^ und ihre Ableitungen für m = an- 
Dabei ist zu beachten, daß diese Fimktionen selbst für 
= notwendig Null werden müssen, wie aus § 45 und § 41 (8) 
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hervorgeht. Entwickeln wir also beide Seiten der Gleichung (3) 
nach Potenzen von u: 

t{u + |!^i"w^ + \t^"u^ + 

= C[l + iiu + \(). + m')«' + ■ . ■][«'« -h^f'u^ + \f"u^ + . . .] 

und yergleichen die Koeffizienten gleichhoher Potenzen, so erhalten 

wir die Gleichungen: 

t^ - Cf, 

t^' = C{t" + ^fit'), 

t/" ^ C'{t"' + S/it" + ^{i. + iJ.^)t'). 

Üa ^' und i' nicht Null sein irönnen (denn t und t^ sollten 
JACOBische Funlrtionen erster Ordnung sein), so folgt aus diesen 
Gleichungen: 



Darch Einfuhnmg dieser Werte läßt sich die Gleichung (3) so 
umgestalten, daß sie aussagt: 
I. Die Funktion 

(Ve-^T-'/.'J^)"'-'/, '■'";(«) 
4} f{u I «,, (U3) = e -(-■ 

bleibt bei linearer Periodentransformation ungeändert, m. a. If., es ist 

5) /■(«!<, c,')=f{u\io„ ^,). 

Ferner geht aus der Rechnung herror: Jede andere jACOBische 
Funktion erster Ordnung und der Charakteristik (1, 1), die dieselbe 
Eigenschaft hat, kann sich von der durch (4) definierten E^unktion f{u) 
nur durch einen Exponentialfaktor der Form e''.^^ + ''" + '^ unter- 
scheiden, in dem Cj, c^, Cg Funktionen der Perioden bedeuten, die hei 
allen lineai'en Perioden trän sformationea ungeändert bleiben. Die 
allgemeine Untersuchung solcher Funktionen der Perioden wird im 
XI. Abschnitt vorgenommen werden; die Frage, wie wir diese Funk- 
tionen zu bestimmen haben, damit f{v) = u m wird, läßt sich einfach 
erledigen. Denn in der Reihenentwicklung von a u nach Potenzen , 
von u {% 2Ü, 5) ist der KoeJü^ient von u gleich 1 und die Koeffi- 
zienten von M^ und u^ sind Nidl; und die Rechnung zeigt, daß das 
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Produkt e''^^'-^'''^-^'^f(u) dann und nur dann diese Eigenschaften 
hat, wenn man c^ = c^ — Cg = nimmt Älao folgt; 

n. Ute durch die Gleichung (4) definierte Funktion f(u) ist mit 
der WsiEESTSASsschen Sigmafunktion identisch. 

Nimmt man für t{u) speziell die Funktion &^ \y'!' ^° ^^*' ^^''^'- 

zu setzen; die Gleichung (4) geht dann über in; 

6) au = 26\e ' ^- 

Vergleicht man diese Gleichung mit § 46 (2), so findet man: 

Damit ist eine auch für die numerische Berechnung brauchbare 
"und sogar sehr bequeme E^ormel für r/^ gewonnen. 



§ 77. Abänderung des Schnittsyslems der RiEMANN'schen Fläche. 

Im VI. Abschnitt haben wir 'zu Perioden elliptischer Punktionen 
die Periodioitätsmoduln eines Integrals I, Gattung an den beiden 
Rückkehrschnitten gewählt, durch die die zweiblättrige BiEMABUBohe 
Fläche mit vier Verzweigungspunkt&u in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche verwandelt ist. Diese beiden Rückkehrschnitte 
können wir in sehr mannigfaltiger "Weise wählen; wir fragen, in 
welcher Beziehung die zu zwei verschiedenen Schnittsystemen ge- 
hörenden Perioden zu einander stehen. 

Seien J, B die beiden zuerst gewählten Rückkehrschnitte, Ä', S 
zwei andere. Da die beiden Schnitte Ä, S die Fläche F in eine 
einfach zusammenhängende F verwandeln, so ist es nicht möglich, 
daß Ä' oder B' ganz innerhalb F' verläuft; vielmehr wird jeder 
dieser beiden Schnitte mindestens einen der Schnitte Ä, B über- 
schreiten müssen. Die Integrale, genommen längs Ä, B', werden 
also aus gewissen Vielfachen der Periodicitätsmoduln an A und an B 
sich zusammensetzen (§ 6, III). Die Periodicitätsmoduln an Ä^ B' 
sind aber bezw. gleich den Integralen längs (— B'), [Ä)-., also folgt: 
die neuen Periodicitätsmoduln setzen sich aus den alten linear und 
homogen mit ganzzahligen Koeffizienten zusammen. Ebenso müssen 
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sich aber auch die neuen aus den alten zusammensetzen; wir können 
beide Aussagen in den einen Satz zusammenfassen l 

I. Der tibergany von einem EücJikehrschnittsystem zu einem andern 
t/eschieht durch lineare Transformation. 

Es bleibt die Frage zu erörtern, ob wir jede lineare Perioden- 
transformation durch Übergang zu einem neuen Schnittsystem erzielen 
können. Wir fuhren diese Untersuchung am bequemsten an der in 
einen Toms umgeformten Fläche (g 2 und 3). Dabei dürfen wir 
unbeschadet der Allgemeinheit von einem speziell gewählten Quer- 
schnittsystem ausgehen; denn wenn wir die Transformationen kennen, 
die Ton diesem zu einem beliebigen andern führen, so können wir 
auch von jedem dieser andern zu jedem dritten gelangen. 

Wir wollen also annehmen, von den beiden ersten Schnitten 
sei A. längs eines Meridians, B längs eines Parallelkreises gezogen. 
Irgend eine andere geschlossene Kurve, die sich nicht auf einen 
Punkt zusammenzieht, wird die Fläche «-mal im Sinne der Meridiane 
und (9-ma! im Sinne der Parallelkreise umwinden. Wir können eine 
solche Kurve stets ohne Zerreißung so deformieren, daß die Änderungen 
der „Breite" zu den Änderungen der „Länge" proportional werden. 
Mau kann sich dann vorstellen, ein Punkt durchlaufe die Kurve so, 
daß in gleichen Zeiten sowohl die Breite, als auch die Länge sich 
um gleichviel ändern. Haben a und ß einen Teiler * gemein, so 
wird ein solcher Punkt schon nach Ablauf des v'^™ Teils der ge- 
samten tlmlaufszeit wieder in seine Ausgangslage zurückgekehrt sein 
und von da an die Kurve noch {ji — l}mal durchlaufen. Durch 
kleine Deformationen kann man aus einer solchen Kurve eine andere 
erhalten, die sich o/"— Imal selbst überkreuzt. Also müssen für 
eine Kurve, die sich nicht selbst überdecken und auch nicht sich 
selbst schneiden soll, a und ß teiler&emd sein. 

Nehmen wir ferner eine zweite Kurve dieser Art hinzu, die 
etwa 7-mal im Sinne der Breite und 5-mal im Sinne der Länge 
hemmlaufen möge, und hat diese Kurve mit der ersten einen Schnitt- 
punkt gemein, so können wir sowohl die Breite (f>, als die Länge i/i 
von diesem Punkt aus zählen. Dann kann, unter EinfÜhrang eines 
geeigneten Parameters t, die erste Kurve dargestellt werden durch 
die Gleichungen: 

die zweite ebenso durch: 
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Die beiden Kurven haben dann und nur dann einen von (0, 0) 
verschiedenen Schnittpunkt gemein, wenn es möglich ist, für ganze 
Zahlen k^, k^ die Gleichungen 

durch Werte von t^ und t^ zu erfllllen, die selbst keine ganzen 
Zahlen sind. Aber die aus diesen Gleichungen sich ergebenden 
"Werte von t^ und t^ haben die Determinante; 

im Nenner; sie sind also dann und nur dann alle ganzzahlig, wenn 
D in jeder der vier Zahlen ccßyS aufgeht. SoD aber D in a, ß, 
Y, ä aufgehen, so muß es gleich ± 1 sein (^gl. § 67); und um- 
gekehrt. Also folgt; 

II. Wenn IX, ß, y, S der BedinguTig H =' ± 1 genügende, im übrigen 
aber ganz beliebig vorgeschriebene Zahlen sind, so kann man stets ein 
System von zwei sich nur in einem Punkte treffenden Sückkehrschnillen 
angeben, von denen der eine mit einer a-maligen JDurcklaufung von A 
plus einer ß - maligen DurcJdaufung von B, der andere m it einer 
•/-maligen Durchlaufung von A plus einer S-maligen Durchlaufung 
von B äquivalent ist. 

Es kann also jede lineare Feriodentranaformation durch Über- 
gang zu einem neuen Schnittsystem erreicht werden. 

Wenn D — + 1 ist, überschreitet der Schnitt Ä den Schnitt B' 
in demselben Sinne, wie A den £\ wenn D = — \ ist, 



Will man zu einer vorgelegten linearen Periodentransformation 
die zugehörige Änderung des Querschnittsystems angeben, so hat 
man Satz VIII von § ö zu beachten. Setzt man z. B.: 



(vgl. Fig. 29 mit Fig. 26, p. 136), d. h. vertauscht man die beiden 
Querschnitte miteinander, unter Änderung der Richtung des einen,, 
so bedeutet das: 
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also die Substitution S. Setzt man aber an Stelle von A eine Linie, 
die sieb aus Ä und — B zusammensetzt, indem man am Schnittpunkt 
YOQ A und B jedesmal auf die andere Linie übergeht, und behält 
man B bei (Fig. 30 auf vor. Seite), so bedeutet das: 

Wj' = Wj, »ä' = Mj + 0)3, 

also die Substitution T. 

§ 78. Monodromie der Verzweigungspunkte. 

Zur vollständigen Durchbildung der Theorie der elliptischen 
Funktionen ist erforderlich, daß wir die Verzweigungspunkte der 
EiEJi AHB sehen Fläche, die wir bisher immer als fest gegeben voraus- 
gesetzt hatten, als veränderUch und die Perioden als Funktionen 
von ihnen ansehen. Bei Änderung der Verzweigungspunkte ander 
sich auch die EiEMANNsche Fläche; und damit ist man unter Um- 
ständen genötigt, auch das System von Rück kehr schnitten zu modi- 
fizieren, durch das man die Fläche in eine einfach zusammenhängende 
verwandelt hat. Denn: die Perioden sind durch Integrale längs der 
Schnitte definiert; ein Integral ist aber im allgemeinen nur solange 
eine stetige Funktion eines unter dem 
Integralzeichen vorkommenden Parameters, 
als dieser Parameter nicht Werte annimmt, 
für die ein Element des Integrals unendhch 
^' ■ groß wird. Sollen also die Perioden bei 

Änderung der Verzweigungspunkte stetige Funktionen derselben 
bleiben, so darf man keinen Verzweigun^punkt einen Rückkehr- 
schnitt überschreiten lassen; man muß sich vielmehr die Deformation 
der Fläche in der Weise vorstellen, daß die wandernden Verzwei- 
gungspunkte die Schnitte (Periodenwege) vor sich herschieben. 



In, als nicht zwei Verzweigungs- 
n etwa zwischen ihnen hindurch- 
Lchen könnte). — Rückt a. B. 



wird jedenfalls solange möglich i 

punkte zusammenfallen (wo dann ein 

gehender Schnitt nicht mehr ausweic 

Fig. 31 der Verzweigungspunkt «j auf dem punktierten Wege nach 

Kg', so ist das Stück efg des Eückkehrschnitts £ etwa bis ef g 

auszudehnen. 

Hier entsteht nun zunächst die Frage, ob die so durch Integrale 
längs der veränderHchen Querschnitte definierten Perioden eindeutige 
Funktionen der Perioden sind, oder von welcher Art ihre Viel- 
deutigkeit ist, Um uns darüber Aufklärung zu verschaffen, setzen 
wir eine solche Deformation der Fläche soweit fort, bis jeder 
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Verzweigangspunkt wieder an eine Stelle gelangt ist, die auch in 
der uraprUnglichen Gestalt der Fläche von einem Verzweigimgs- 
punkt (demselben oder einem andern) eingenommen war. Dann hat 
man wieder die ursprüngliche Gestalt der Fläche vor sich, abgesehen 
vielleicht von irreleTanten Ahänderungen (vgl. I, § 59), Aber das 
Schnittsystem wird wenigstens im allgemeinen ein anderes geworden 
sein und sich nicht durch bloße Verzerrungen unter Festhaltung der 
Verzweigungspunkte in seine ursprüngliche Gestalt zurückbringen 
lassen. Man hat sich gewöhnt, den geschilderten Prozeß mit, einem 
etwas schiefen Ausdruck dadurch zu bezeichnen, daß man sagt: 
das neue Quer schnittsystem geht durch Monodromie der Verzweigungs- 
punhte aus dem alten hervor. 

Man kann zeigen, daß man von jedem behebigen Rückkehr- 
schnittsjstera durch Monodromie der Verzweigungspunkte zu jedem 



rig, 33. Fig. 33. 

andern gelangen kann. Dabei daa-f man, wie im vorigen Pai'agraphen, 
an ein behebiges Ausgangs System anknüpfen; wir wählen dazu das- 
selbe System wie dort 

Lassen wir zunächst a-^ und a^ ihre Plätze wechseln, indem 
wir sie im Sinne der wachsenden Winkel zwei Wege beschreiben 
lassen, die keinen andern Verzweigungapunkt zwischen sich ein- 
sehheßen, so geht Fig, 36 in Fig. 32 über; es wird also dann: 
A' = A-B, B' = B oder: 

Biese Änderung des Schmttspstems entspricht also der Suistittition S. 
Lassen wir femer «^ und «^ ihre Plätze wechseln, indem wir 
sie im Sinne der wachsenden Winkel zwei Wege beschreiben lassen, 
die den Punkt a^ zwischen sich einschließen, den Punkt a^ aus- 
schließen, so entsteht Fig. 33;^ es wird also dann A' = — B, 
B" = A oder: 



Biese Änderung des Schnittst/ stems entspricht also der Substitution T. 

' In Fig. 33 iat deq'enige Teil der Ebene schraffiert, über dem aicli die 
beiden Blätter der Fläche vertauscht Laben. 

BURüHAEDT, FunkUonen. II. 13 
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Wir haben aber in § %i gesehen, daß wir jede beliebige 
lineare Periodentransformation aus i5 und 2' zusammensetzen können; 
also folgt: 

Jede beliebiye lineare Periodentransformation kann durch Mono- 
dromie der Ferzweigungspunkte erzielt werden. 

Eine besondere Klasse von linearen Periodentransformatioüen 
erhält man, wenn man die Verzweigungepunkte nur solche Wege 
durchlaufen läßt, daß jeder einzelne wieder an seine eigene ursprüng- 
liche Stelle zurückkehrt Man kann zeigen, daß diese Klasse gerade 
aus allen denjenigen Transformationen besteht, die modulo 2 zur 
Identität kongruent sind; docli wollen wir auf den Beweis dieses 
Satzes hier nicht eingehen. 



§ 79. Auswahl eines einfachsten primitiven Periodenpaares. 

Zum Schlüsse dieses Abschnitts wollen wir noch die Frage be- 
handeln, ob man nicht aus allen primitiven Periodenpaaren, die 
eine doppeltperiodische Funktion haben mag, eines als das einfachste 
auszeichnen kann. Freilich kann die „Einfachheit", von der hier 
die Rede ist, nicht mathematisch deliniert werden; doch führen die 
folgenden Überlegungen dazu, wenigstens im allgemeinen ein ganz 
bestimmtes Periodenpaar als das einfachste anzusehen. 

Man gehe von einem beliebigen Periodenpaar (2(0^, 2(Wg) aus. 
Zunächst halte man 2 ro^ fest und ersetze 2 Wg durch eine der 
__ Perioden 2(O3;-l-2Äiö)j(Aj=0, +1, ±2..}, 
'3 nämlich durch diejenige, die den kleinsten 

absoluten Betrag hat; diese heiße 2gi^. 
Man kann sie geometrisch folgendermaßen 
konstruieren; in den Punkten — Mj und 
~äfer + w, errichte man Senkrechte zu ihrer 



Pi„ 34 Verbindungslinie und wähle unter den 

Punkten 2 oi^ + 2 Äj «j denjenigen, der 
zwischen diese Senkrechten fällt. Ausnahmsweise kann auf jede 
dieser Senkrechten ein solcher Punkt fallen, sodaß zwei solche 
Punkte gleichen Abstand vom Nullpunkt haben und zugleich einen 
kleineren als alle übrigen; um auch in diesem Falle eine bestimmte 
Auswahl zu treffen, setzen wir willkürlich fest, daß dann der auf 
der Senkrechten durch — Wj gelegene Punkt für 2 m.^ genommen 
werden soll. 

Kunmehr halten wir 2 tu,' fest und ersetzen 2 ai, durch den- 
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jenigen 2a)j' unter allen den Punkten 2 (o^ •{- 2 k^ m^' , der den 
kleinsten absoluten Betrag hat; mit der analogen Festsetzung betr. 
den Ausnahmefall, wie oben. 

Hierauf halte man wieder 2 öj^' fest und ersetze 2 a^' durch 
denjenigen 2<ög" unter den Punkten 2 (o^' + 2 k^ a/^', der den kleinsten 
absoluten Betrag hat. So fahre man abwechselnd fort, 

Dieser Prozeß muß nun notwendig ein Ende nehmen. Denn 
bei jedem Schritte desselben wird eine Periode durch eine andere 
ersetzt, deren absoluter Beti'ag kleiner ist; es giebt aber nur eine 
endliche Anzahl Perioden, deren absoluter Betrag kleiner als eine 
vorgeschriebene Größe ist. Auch kann der Ausnahmefall, wenn er 
bei einem Schritte eingetreten ist, beim nächsten nur dann wieder 

eintreten, wenn Wg/tOj = e ^ geworden ist; dann ist aber zugleich 
die Eeduktion beendet. 

Schließlich können wir noch durch eine eventuelle Vertauschung 
der beiden Perioden (mit Wechsel des Vorzeichens der einen) er- 
zielen, daß 2 Wj dem absoluten Betrage nach nicht kleiner als 2 a>^ 
ist.^ Setzen wir dann wieder aja^ = r = a -i- iß, so ist einerseits: 

1) -}S«<i, 
andererseits : 

2) «^ + ^^^1, 
Infolge dieser beiden Ungleichungen wird ,j. 

die ebenfalls aus der vorhergehenden Entwick- 
lung folgende Ungleichung: 

'^> - i^^^nfT^^i Fig.30. 

von selbst erfüllt, wie man aus Fig. 35 sieht; außerdem ergiebt sich 
noch aus ihnen: 

Us ist also stets möglich, ein solches primitives Periodenpaar aus~ 
zuw'dhlen, daß der Punkt t in das vom Einheitskreis und den beiden 
Geraden Ä (r) = J^ ^ begrenzte Dreiech fallt; und zwar nur auf eine 
Weise, wenn toir von der Begrenzung dieses Dreiecks nur das in Mg. 35 
stark ausgezogene Stuck mitrechnen. 

' Werni 2 Ml und 2 w, dem absolnten Betrage nach gleich sind', nehmen 
wir von den. beiden Quotienten t und i~' denjenigen, der den größere» 
Arkus hat. 
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Ausartuügeü der elliptischen Fnaktioneit. 

§ 80. Untersuchung der Ausartungen vom Perioden- 
parallelogramm aus. 

Will man irgend eine Funktion eingehend untersuchen, die 
außer Yon den zunächst als variabel betrachteten Argumenten auch 
noch von weiteren Parametern abhängt, so ist es durchaus erforder- 
lich, auch solche Werte der Parameter mit zu berücksichtigen, für 
die die ursprüngliche Definition der Funktion zunächst versagt. 
Das gilt auch für die elliptischen Funktionen, die außer von ihrem 
Argument auch noch vom PeriodenparaUelogramm , bezw. von den 
Verzweignngsp unkten der zu Grunde gelegten EiEMANSschen Fläche 
abhängen. Wir müssen daher jetzt die GrenzfäUo in den Kreis der 
Untersnchung ziehen, die wir bisher ausgeschlossen hatten; daß die 
Verzvfeigungspunkte nicht mehr alle voneinander verschieden sind, 
und daß ein eigentliches Periodenparallelogramm nicht mehr vor- 
handen ist. 

Bei der Untersuchung dieser Grenzfälle können wir zwei ver- 
schiedene Wege einschlagen: wir können entweder die Verzweigungs- 
punkte oder die Perioden als unabhängige Veränderliche behandeln. 
Wir wollen zunächst die zweite Aufgabe, als.'die leichtere, in Angriff 
nehmen. 

Da« Periodenparallelogramm kann erstens dadurch ausarten, 
daß eine seiner Seiten — wir wollen annehmen (O3 — ins Unend- 
liche wächst, während die andere endlich bleibt. In diesem Falle 
können wir den Grenzübergang an den einzelnen Gliedern der un- 
endhchen Keihen und Produkte des II., IV. und V. Abschnitts voll- 
ziehen. Denn diese analytischen Darstellungen konvergieren, als 
Funktionen von u^ betrachtet, gleichmäßig auch noch für hm ro^ = cc, 
wenn man nur an der Festsetzung § 14, IV festhält, was wir ja 
auch stets gethan haben. 
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W. TJnie-rsuchw^g dei' Ausartungen vom PwiodenparaUelogrm 
Wir erhalten dann zunächst: 
[ lim;?M = -i + 2' 



If 1 

(vgl. I, § 52, öleiclmng 11) und die elementare Relation 

2) 2*"'"?' 

und weiter (durch Integration bezw. Differentiation Yon (1) oder durch 
Ausführung des Grenzübergangs an den früheren Formeln): 

S) ^^™^'' = T^'^'^*¥j + I^"' 

4) ^^ 

5) lim/)' 7i = — - — j — ^J- ■ 

limjo'w wird also innerhalb desPeriodenstreifens, in den das Perioden- 
jjarallelogramm übergegangen i8t, nur für u = (Oj Null ; dazu gehört 
der Wert: 

6) lim^j = limpaij — - — ^■ 

Außerdem wird lim p' u noch gleich Null, wenn u, ohne den 
Periodenstreifen zu verlassen, nach der einen oder der andern Seite 
hin ins Unendliche geht; in der That rückt beim Grenzübergang 
nicht nur Wg, sondern auch a^ ins Unendliche. Dabei wächat 
sin -■ — über alle Grenzen, also wird: 

7) lim e^ — lim e^ = — — ^ • 

Die Gleichung zwischen pu und p'u nimmt, da: 
lim {p- uY = ^1^ I — L„. _ -±— 1 , 
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ist, in der Grenze die Gestalt an: 

8) lim {p uf = 4 Yuap^u — ^ Ymip u — —^ — ^ ; 

es ist also: 

Es bleiben also aucb die Eelationen zwischen den r/^, g^ nnd 
den e (§ 18, 12 — 14) in der Grenze bestehen. Die Diskriminante 
(§ 32, 19) wird in der Grenze Null: 

10) lim G = 0. 

Was die Perioden IL Art betrifft, so folgt aus (3): 

11) limj^j = -^ — , limi;^ = cß, lirnj^g/«, = — — ^■ 

Diese Eelationen widersprechen der LE&BSDKEsclien Eelation 

insofern nicht, als mit ihnen verträghch ist, daß r/^ o]^ — ij^ m^ in 
der Grenze endlich bleibt. 

"Weiter erhält man aus den Formeln {1} und (6): 

\im(pu - e^) = ^sin-^^^- ^^-^i = 2"^?" '^*'*' 3^^, ' 
also bei geeigneter Vorzeichenbestimmung ; 

12) lim — " = -^ cot "l^ 
und ebisnso : 

1 3) lim — -■ = lim --- = -^ sin - ' -^ - 

Für die geraden. Sigmafunktionen selbst ergiebt sich hieraus: 

14) lim ffj w = e^*"' cos — ^, lim fj^ m = lim ct^ w = e *"' ; 

für die von Jacobi eingeführten Funktionen: 

15) UmÄ = 0, lim^' = 1, 

16) lim«;= II-, 

17) lim swm; = sin (lim tp), hmcwiu ^ cos (lim w), \\mdnw — 1. 

Das Argument v =^ — der Thetafunktionen wird durch den 
Grenzübergang nicht berührt; das Perioden^erhältnis t konvergiert 
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in der Weise ins Unendüche, daß seine zweite Koordinate positiv 
bleibt. Infolgedeasen wird: 

18) limA=0, 

1 9) lim & {v) = lim ^% (c) - 1 , lim ft^ {v) = lim xt-^ {v)^0, 

20) lim h - 'I' &^ (y) = cos w n, lim h - V. »^ («) = sin v n. 

Etwas anders liegen die Verhältnisse, wenn man beim Übergang 
zu den Thetafunlctionen nicht die endlich bleibende, sondern die ins 
Unendliche wachsende Periode 2«^ bevorzugt. Wird nämlich: 



21) limi3 = ü, limÄj^l; 

und man müßte erst untersuchen, ob die Thetareihen ftir A = l noch 
gleichmäßig konvergieren, wenn man den Gfrenzübergang an den 
einzelnen Gliedern der Keihe ausfuhren wollte. Man könnte anderer- 
seits an die Gleichungen anknüpfen, die die Sigma und die Theta 
verbinden; aber diese erscheinen zunächst in unbestimmter Form. 
Wir werden später von der andern Seite her auf die Frage zurück- 
kommen. 

Einen zweiten Grenzfall erhält man, wenn man auch noch die 
zweite Periode ins Unendliche wachsen läßt; doch so, daß das Ver- 
hältnis der Perioden nicht einem reellen Grenzwert sich nähert, 
sodaß das Periodenparallelogramm in der Grenze die ganze Ebene 
überdeckt. Man erhält in diesem Falle; 

22) lim pu ~ —^ , lim ^u — — , Hm au — u, 



24) limi-, -0, iimy, =.0, 

25) lim -^ = lim -2!- -0. 

Das Periodenverhältnis wird in diesem Falle an und für sich 
unbestimmt, sodaß von Grenzwerten der Thetafunktionen erst die 
Rede sein kann, wenn man darüber noch eine nähere Fortsetzung 
getroffen hat. 

Ausdrücklich sei zum Schlüsse noch eine Voraussetzung hervor- 
gehoben, die allen Kechnungen dieses Paragraphen zu Grunde liegt: 
daß nämlich dem u ein endlicher Wert zukommt, und daß dieser 
Wert von dem Grenzübergang nicht in Mitleidenschaft gezogen wird. 
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§ 81. Untersuchung der Ausartungen von der RiGMANN'schen Fläche 

aus; Grenzwerte des Integrals I. Gattung beim Zusammenfallen 

von zwei Verzweigungspunkten. 

Nunmehr schlagen wir den umgekehrten Weg ein und gehen 
von der KiEMANNschen Fläche aus. Lassen wir auf ihr awei Ver- 
zweigungepcmkte einander immer näher und schließlich zusammen- 
fallen, so haben wir vor allem zu beachten, daß sich dabei das 
Geschlecht (§ 3, II) der Fläche ändert. Denn in dem Moment, in 
dem die beiden Verzweigungapnnkte zasammenfallen, hört der durch 
sie vermittelte Zusammenhang zwischen den beiden Blättern an dieser 
Stelle auf, die beiden Blätter hängen nur mehr durch die beiden 
andern Verzweigungspunkte zusammen. Eine zweiblättrige Bie- 
MANNsche Fläche mit nur zwei Verzweigungapunkten hat aber nach 
I, § 60 das Geschlecht ü, d. h, dieselben Znsammenhangsverhältnisse 
wie eine Kugel. Die elliptischen Funktionen müssen also bei diesem 
Grenzübergang notwendig ausarten. 

Welche Verzweigungspunkte wir zusanamen rücken lassen wollen, 
ist nach den Ergebnissen von § 78 gleichgültig. Wir. wollen den 
Fall untersuchen, daß a^ mit «^ zusammenrückt; jeder andere Fall 
kann auf diesen durch eine vorgängige lineare Periodentransformation 
zurückgeführt werden. Um aber mit ganz bestimmten Begriffen zu 
operieren, müssen wir genau angeben, auf welche Grftßen sich der 
Grenzübergang beziehen und welche von ihm unberührt bleiben 
sollen. Wir setzen in dieser Hinsicht folgendes fest: 

Wie in § i sei: 

f{z) ^a,[z- a,){z - a,){z - u,)[z - «,) 

fjesetzt; a^, a^, a^, ci^ sollen als konstant, cc^ ah veränderlich miqeseheu 
und de?- Grenzübergang: 

1) lim «^ = fö„ 
vollzogen werden. 

Unterstichen wir nun unter dieser Voraussetzung zunächst das 
Integral erster Gattung. Für alle diejenigen Werte von z, die nicht 
zu «u unendlich benachbai-t sind, darf der Grenzübergang ohne 
weiteres unter dem Integralzeichen vollzogen werden; man erhält also: 

2) hm « = f -=J^^== ■ 

Das rechts stehende Integral läßt sieh auch auf das Integral einer 
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rationalen Funktion zurücicführen, wenn man nach Anleitung ■ 
I, § 62 die zweiblättrige RiEMANNachc Fläclie mit zwei Verzweigun 
punkten durch die Substitution: 



auf die Kugel abbildet. Man erhält: 

Das Vorzeichen der Quadratwurzel kann hier noch beliebig ge- 
wählt werden; eine Änderung desselben hat nämlich dieselbe 
Wirkung wie eine Änderung des Vorzeichens Yon f, und über dieses 
ist durch die G-Ieichung (3) noch nicht Terfügt. Die Integrations- 
konstante ist = zu setzen, wenn man s = fö^ (also i; = co) ziir 
unteren Grenze des Integrals nimmt. Dann lautet die Umkehrung 
der Gleichung (4), wenn noch zur Abkürzung: 



4 a) 


y«.(« 


',-«JK 


1 - «ü) - " 


gesetzt wird: 








5) 


^^ j 


i"' + e-"' 


= — (■ cot [i 



Wählen wir das Querschnittaystem so, wie es in Fig. 26, p. 136 
geschehen ist, so sehen wir: ein Periodenweg von dei: Art wie B 
reduziert sich einfach auf eine Umkreisung des Punktes s = «o im 
oberen Blatte; der Periodicitätemodul oj^ ist nach § 6, VIII ent- 
gegengesetzt gleich dem Werte des Integrals, genommen um B, 
dieses aber ist nach I, § 45, II gleich Sttj X dem Residuum der 
Funktion im Punkte «„. Es ist also: 

6) lim m. = ,__ "^"' .z:^-^ : 

VM", - ü:,| (». - «,) 

wenn derjenige Wert der Quadratwurzel gewählt wird, auf den sich: 

im oberen Blatte reduziert (also ein beliebiger Wert, wenn über die 
Unterscheidung der beiden Blätter noch keine Festsetzung ge- 
troffen ist}. 
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Anders verhält es sich mit einem Periodenweg von der Art 
wie A; ein solclier geht in der Grenze über in einen ungescMonsenen 
Weg, der von dem Punkte z =^ «q = «g des einen Blattes um den 
Punkt Kj herum nach dorn Punkt z = a^ = ec^ des andern Blattes 
fuhrt. Der Wert des Integrals, genommen über einen solchen Weg 
ist unendlich groß, da die zu integrierende Funktion in der Grenze 
in beiden Endpunkten des Integrationsweges von der ersten Ordnung 
unendhch wird. Damit hört dieses Integral auf, als Periode eine 
Bedeutung zu haben, und wir könnten es ganz bei Seite schieben, 
wenn nicht für die folgenden Untersuchungen eine genauere Kenntnis 
der Art, wie es unendlich groß wird, erforderlich wäre. 



§ 82. Nähere Untersuchung der ins Unendliche wachsenden 
Periode. 

Um diese Untersuchung zu führen, transformieren wir unser 
Integral zunächst in der in § 63 gelehrten Art auf die erste Normal- 
form. Wir erhalten so zunächst; 



2) 



Va.(», -".)(». -«■) 
' unter K' [l) den Wert des Integi-als 

J yiTc- l)(l -UJ 



rm. 



verstehen, genommen auf einem Wege, der die beiden Punkte 1 
und ?.~i von den beiden Punkten und co trennt. Bei dem Grenz- 
übergang liniK^ = K|, geht die in (1) als Faktor stehende Quadrat- 
wurzel über in ya^, («^ — Kp) (k^ — a^) ; es bleibt also noch zu unter- 
sTicheUj was aus der Funktion Ä' [?.) bei Ausführung des Grenz- 
übergangs: 
3) lim(?.-i) = co oder limit^O 

wird. Das bedarf aber noch einer nähereu Festsetzung. Wir dürfen 
den Fall ausschließen, daß k von Seite der negativ reellen Werte 
her dem Werte sich nähert, da wir das durch geeignete Nume- 
rierung der Verzweigungspunkte stets erreichen können. Dann 
können wir den Integrationsweg so wählen, daß er bei der Trans- 
formation : 
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die nach § 66, (4) das Integral (2) in sich überführt, ebenfalls in sich 
transformiert wird. Diese Transformation führt nämlich den Kreis um 
den NuUp. vom Radius |^~'''| in sich über, insbesondere die beiden 
Punkte ±A-Vs; wir können als einen Teil des Integrationsweges 
eine beUebige Kurve nehmen, die von J.~'/' ausgehend den Punkt 1, 
aber nicht den Punkt umkreisend nach A-'/s zurückführt und dabei 
ganz innerhalb des genannten Kreises bleibt, als andern Teil das 
Bild dieser Kurve vermöge der Transformation (4) (in geeignetem 
Sinne durchlaufen, sodaß der gesarate Integratioüsweg sich nicht 
selbst überkreuzt}. Die beiden Teile geben dann gleiche Beiträge 
zu K' {X). Für alle Punkte des ersten Bestandteils ist X^^l^^'l, 
also sicher < 1; wir können für sie den Faktor (1 — J-i;)"'/' unter 
dem Integralzeichen nach dem binomischen Lehrsatz entwickeln und 
i integrieren. Wir erhalten so: 




Die in der Summe auftretenden Integrale können nach einer Formel 
der elementaren Integralrechnung (die man eventuell durch Differen- 
tiation verifizieren möge) durch das erste und durch algebraische 
Funktionen ausgedrückt werden; nämlich: 





3.5... (2m- 1) r dt 




*.«... (2«) Jj/c(S-l) 




+ K!«-«jC. 


-, 1 2»-U. 2 1 (a«-i)(2« 


-3) 


1 ln~2^ ' (2«-2)(2» 


-4) 


+ • 


(2»-l)(2»-«)...6.3 1 
■ ■ "*" (2w- 2)(2w - 4). ..4.2 1 





Es handelt sich also wesentlich noch um die Bestimmung des 
Wertes des Integrals: 

fiir den oben angegebenen Integrationsweg. Durch die Substitution: 



bei geeigneter Verfügung 

.._2/-^.nog;t|. 



geht das Integral bei geeigneter Verfügung über das Vorzeichen 
von t über in: 
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Dem angegebenen Integrationswege entspricht in der i^-Ebene ein 
Weg, der Ton l^ ^ 1 — fX ausgehend den Nullpunkt, aber nicht den 
unendlich fernen Punkt in seinem Innern enthält und nach 1 — '^X 
zurückführt Wir dürfen ihn auf die hin und zurück durchlaufene 
geradhnige Strecke von 1 — "j/X nach zusammenziehen; dann ent- 
spricht ihm in der if-Ebene ein ungeschlossener Weg, der YOn einem 
der beiden Werte der Wurzelgrölie ]/l — '\/'i geradlinig nach dem 
andern führt Durchläuft t diesen Weg, so nimmt der Arkus von 
\ -\- t um denselben Winkel zu, wie der von \ — t ah ; und zwar, 
da unter yX der Hauptwert verstanden war, um einen Winkel, der 
^ n ist. Wir erhalten also in 

0) /=3nog^l^_^=2aog^i±J^^ 

i-yi-Vi V >■ 

den Rauptwert des Logarithmus. 

Was die algebraischen Glieder betrifft, so ist zu beachten: 
zwar hat ^ an der untern und obem Grenze der Integration den- 
selben Wert, nämlich den Hauptwert von l ~'/', aber für die Wurzel- 
größe y^(£ — 1) sind an den beiden Grenzen entgegengesetzte Werte 
zu nehmen, da der Integrationsweg einen ihrer Verzweigungspunkte 
umkreist Wir erhalten also: 





>-t 


Äl. s.S.. .(2.-1)1 


1-yi 



r-TW 



{yr ^ 



-J^ 



(2w-l)(2w-3),/-"-3 , , |2«-1)(2. 



, ^_.. _,,.,. ., ■•■ (2n-2)(2»j-4),..4.2 ("'J * 

In dieser Gleichung ist für yj. der Hauptwert zu nehmen; für 
yi — Yl kann ein beliebiger der beiden dann noch möglichen Werte 
genommen werden, da eine Vertauschung der beiden Werte die 
Funktion K' (Ü) nur im Vorzeichen ändert und dieses bis jetzt noch 
nicht fixiert ist. Sie gilt ihrer Ableitung zufolge, solange X dem 
absoluten Betrage nach kleiner als 1 und nicht negativ reell ist. 

Man erhält übrigens auch für die bei lim /l = endlich blei- 
bende Periode eine ähnliche, wiewohl einfachere Entwicklung. 
Definiert man nämlich K(X) als den Wert des Integrals 

11) K(l)^ f- -^^ . 
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genommen auf einem Wege, der die Punkte und 1 umgiebt, so 
konyergiert, wenn lü] < 1 ist, die binomische Entwicklung des 
Faktors (1 — i^)~''' für alle Punkte dieses Integrationsweges. Man 
erhält so eine ähnliche Entwicklung wie (6); aber die algebraischen 
Glieder fallen weg, da jetzt der Integrationsweg die beiden Ver- 
zweigungspunkte der Wurzelgröße umschließt, und zur J 
des Integrals 

dK 






kann der Integrationsweg auf eine den unendlich fernen Punkt um- 
schließende Kurve zusammengezogen werden. Man findet so (oder 
durch die Substitution ^ = sin^ i/r) als Wert dieses Integrals 2 5i, 
und folglich: 

Mit Hilfe dieser Eeihenentwicklungen sind wir nun im stände, 
die gewünschten näheren Angaben über das Unendlichwerden von 
2 £ög und von t für lim/. = zu machen. Der in (10) auftretende 
Logarithmus wird für 1 = unendlich; man kann ihn ersetzen durch: 

2log(l +]/Y^^yT)~ logVX 

und erhält so, nach geeigneter (d. h, mit § 14, IV übereinstimmender) 
t der Vorzeichen: 



13) lim . 


1^' 


„ 1 2 ".•,„. ll 8.H2 


' ' " ^ ) y<..(.. -..)(., 


und ferner: 






14) 




lini(t^!-logJ)_ -41og2. 


Darans folgt: 






15) 




lim''-^ = -^, 



also als wesentlichstes Eesultat dieser ganzen Untersuchung: 

Ifenn der Abstand zweier Verzweigung sipunkte von der ersten 
Ordnung unendlich klein wird, vnrd ein Wert der Große h = e"" eben- 
falls von der ersten Ordnung unendlich klein. 

Dieses Eesultat wurde für viele Zwecke bereits genügen; für 
andere ist es erforderlich, darüber hinaus noch Näheres über das 
Verhalten von h als Funktion von l in der Umgebung von A = 
zu wissen. Auch darüber geben die Formeln (10) und (12) Auf- 
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Schluß. Sie zeigen, daß eich Z'(^} + 4 log]/ ?> und l:K{}.) nach Po- 
tenzen Ton yj, mit positiven ganzzahligen Exponenten entwickeln 
lassen; und zwar konvergieren diese Entwicklungen sicher, solange 
1^1 <1 ist, wie für die erste aus elementaren Sätzen über die 
Binomial- und die logarithmische Eeihe, für die zweite daraus hervor- 
geht, daß nach § 53, (3) K(X) für |?l < 1 von NuU verschieden ist. 
Also konvergiert auch die EntwicMung von h nach Potenzen von X 
sicher ßr \i.\ < 1. 

Es hat keine Schwierigkeit, die ersten Glieder dieser Eeihen- 
entwicklungen aufzustellen; doch gelangt man einfacher auf folgendem 
Wege zum Ziele. Die Gleichungen § 63 (7) und § 56 (12) geben: 

, _ ä-j* (0) _ 16fe(l + A° + ■ .)' 
■^^ V(0) ^ {l + 2h+ .-f 
- 16A(1 +4A2+ ■ .)(1 -Hh+ 40 h^ ~ IQOh^ + ■ ■) 
= 16/i{l - 8A + 44^2- 192A5+ ■ ■ -); 
durch Umkehriing erhält man hieraus: 

") *=ii+8(5r+8''(Hr+™'(r6)'+-- 

Nur erhält man auf diesem Wege nicht die Sicherheit, daß der 
Konvergenzkreis dieser Reihe wirklich so groß ist, wie oben an- 



§ 83. Fortsetzung der Untersucliung. Die Thetanullwerte. 

Durch die Resultate des vorigen Paragraphen ist der Anschluß 
der in den beiden letzten geführten Untersuchungen an die von § 80 
gewonnen. Wir sehen, daß die dort angegebenen Verhältnisse 
jedesmal dann eintreten, wenn wir zwei von den vier Verzweigungs- 
punkten der zu Grunde gelegten ßiEMAHNschen Fläche zusammen- 
fallen lassen. Wir können nämUch von den zu Beginn von § 81 
getroffenen Annahmen über die Auswahl der zasammenrückenden 
Verzweigungspunkte und über die Zerschneiduug der EiEMANNschen 
Fläche durch die Formeln der linearen Periodentransformation 
(Abschnitt VIH) zu beliebigen andern Annahmen übergehen. Es 
folgt daraus: Wenn man zuerst eine zweiblättrige Fläche mit vier 
getrennt hegenden Verzweigungspunkten durch zwei (im übrigen be- 
liebig gewählte) Rückkehrschiiitte in eine einfach zusammenhängende 
■verwandelt und die Periodicitätsmoduln des Integrals 1. Gattung an 
diesen Schnitten mit 2 w,, 2 oj, bezeichnet, hierauf zwei Verzweigungs- 
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punkte zusammenrücken läßt, so konvergiert das Periodenverhältnis 
T — Wg/Wj im allgemeinen gegen einen bestimmten reellen rationalen 
Gfrenzwert; und man kann einen beliebigen solchen Grenzwert er- 
reichen, wenn man das Schnittsystem zu Anfang passend wählt. Die 
Größe h = €'"''■ konvergiert dabei gegen eine Einheitswurzel. Bei 
besonderer Wahl des Querschnittsystems wächat das Periodenverhältnis 
beim Zusammenrücken zweier Verzweigungspunkte in der Weise ins 
Unendhche, daß lim A = wird. 

Auf Grund dieser Sätze können wir die Abhängigkeit der Theta- 
nuUwerte von den Verzweigungspunkten unabhängig von den Ent- 
wicklungen der Paragraphen 47 und 59 folgendermaßen feststellen; 
Wie aus §§ 72 und 75 hervorgeht, bleibt -d-^^a-^'^ ungeändert hei 
jeder linearen Transformation, die mod, 2 zur Identität kongruent 
ist. Daraus folgt nach % 78, daß dieser Quotient eine eindeutige 
Funktion der Verzweigungspunkte ist. Ferner folgt aus § 53, (3) und 
§ 48, I, daß dieser Quotient für jeden von «,„ a^, a^ verschiedenen 
endhchen Wert von a^ regulär und von Null verschieden ist. 

Wenn Kg mit «„ zusammenfällt, wird A = 0, also &^ = 1 und 
ö-g verhält sich in der Umgebung dieser Stelle regulär. 

Wenn «g mit «j zusammenfallen soll, so nehmen wir erst die 
Transformation T-"^ ST vor, die a^ und «, vertauscht (§ 7 8) und die 
Perioden folgendermaßen transformiert: 

1) », -0), + »,, », = «.,, r=y:^- 

Man erhält für sie; 

lassen wir also jetzt «, mit k^, d. h. mit ä^ zusammenfallen, so 
wird A = 0, w^ bleibt endlich und von Null verschieden; es wird 
also die rechte Seite der Gleichung (2) und folglich auch die linke 
Null, und zwar von der ersten Ordnung. 

Wenn «g mit «^ zusammenfallen soll, so findet man in ganz 
analoger Weise durch Anwendung der Transformation T, daß dabei 
ö-g* fti^ ~ ^ regulär und von Null verschieden bleibt. 

Nun müssen wir noch untersuchen, wie &^j^f^-^ sich verhält, 
wenn wir cc^ (iher alle Grenzen wachsen lassen. Unbeschadet der 
Allgemeinheit können wir annehmen, daß dabei «^ so gegen Null 
konvergiert, daß: 

lim (a, «g) - a,; 
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endlioli und yon Null Terschieden bleibt, da wir die Abhängigkeit 
des & von a^ nachher noch besonders feststellen werden. Dann 
reduziert sich die Funktion 4. Grades unter dem Wurzelzeichen auf 
eine Funktion 3. Grades, der Thetanuliwert und die Periode im 
Nenner bleiben - endlich und von Null verschieden. Wenn aber 
andererseits a,, gegen konvergiert, wird Wi von der \. Ordnung 
unendlich, i9-j bleibt endhch, die zu untersuchende Funktion muß 
also = «g mal einer von a^ unabhängigen Größe sein. Es ist also 
&^*!<i\^ eine auf der ganzen Kugel bis auf einen im Unendlichen 
liegenden einfachen Pol reguläre und folglich nach I, § 44, Y eine 
rationale ganze Funktion ersten Grades vonßg; wir können schreiben: 

wo c nur noch von k^, a^, a^ abhängt. Mit HÜfe der Gleichungen 
§ 82, (12) und (15) findet man: 

Ebenso, oder durch Anwendung geeigneter linearer Substitutionen, 
wird erhalten: 

§ 84. Zusammenrücken von mehreren Verzweigungspunkten. 



1 wir noch einen dritten Verzweigungspunkt mit den beiden 
schon zusammengerückten zusammenfallen, so werden wir von der 
EiEMANNschen Fläche her auf denjenigen Ausartungsfall geführt, den 
wir vom Periodenparallelogramm her am Ende von § 80 erhalten 
hatten. Es wird nämlich dann; 

1) limz.= f '^ '-^ ^^=^, 

also gleich einem Integral, das als Integral zweiter Gattung auf der 
zwei blättrigen Fläche mit zwei Verzweigungspunkten anzusehen ist. 
Ein solches Integral ist aber notwendig gleich einer algebraischen 
Funktion der oberen Grenze. Denn auf der zweiblättrigen Fläche 
mit nur zwei Verzweigungspunkten giebt es eine algebraische Funktion, 
die nur in einem Punkte und in diesem nur von der ersten Ordnung 
unendlich groß wird. Wählen vrir einen konstanten Faktor so, daß 
die Residuen beiderseits gleich werden, so müßte die Differenz 
zwischen dem Integral und dieser Funktion ein Integral I. Gattung 
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sein; ein solches giebt es aber auf der zweiblättrigen Fläche mit 
nur zwei Verzweigungspimlcten nicht, diese Differenz muß also kon- 
stant sein. In der That findet man durch Ausführung der Integration 
nach elementaren Methoden: 

Andererseits ergiebt jede der Gleichungen (4) von § 5(i für 
diesen Fall: 
3) Mmpu^ - " '"'^~ "°^' ^-> . 

Vergleichung von (2) und (3) führt auf die Gleichung (22) von § 80 
und damit auf die dort noch folgenden Gleichungen zurück. 

Aber das ist nicht die einzige Art, wie drei Verzweigungs- 
punkte in einen zusammenrücken können, sondern ein sehr spezieller 
Fall. Von der großen Zahl der hier denkbaren Möglichkeiten ist 
besonders noch eine von Interesse: wir können die drei Ferzweignngs- 
punkte auch so zusammenrücken lassen, daß ihr Boppelverhältnis mit 
dem vierten einem bestimmten von 0, 1, CO verschiedenen Grenzwert 
sich nähert. Nun haben wir in § 63 gesehen, daß jedes elliptische 
Integral I. Gattung sich umformen läßt in das Produkt aus einem 
Integral dereelben Art, das nicht mehr von den einzelnen Ver- 
zweigungspunkten, sondern nur noch von ihrem Doppelverhältnis 
abhängt, und einem von x unabhängigen Faktor. Dieser Faktor 
hebt sich weg, wenn wir die Quotienten v = uj2 w^, r = ft>g/ro^ bilden; 
die Tlietafunktionen werden also von einem solchen Grenzübergang gar 
nicht berührt. 

Wir fragen femer, was aus unsern Formeln wird, wenn wir 
zweimal je zwei Verzweigungspunkte zusammenrücken lassen. An 
der ersten oder zweiten Normalform ist die Ausführung dieses Grenz- 
übergangs nicht möglich, sodaß man bei ausschließlichem Gebrauch 
einer dieser Normalformen an' diesem Grenzfall ganz vorbeigeführt 
wird; dagegen kann man hier die dritte Normalform benutzen. Setzt 
man nämlich in ihr f* = 1 , so fällt nicht nur der Verzweigungs- 
punkt ft^^ mit 1, sondern gleichzeitig auch — |U,"^ mit —1 zu- 
sammen. Wir brauchen aber gar nicht erst auf eine bestimmte 
Normalform zu transformieren, sondern können mit den a 
J'ormeln operieren. Es kommt dann: 



■1) 



y. 

lim«ö — 



y^r^-,-s^i)i7i;'°e:-:: 
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während Wj über alle (jlrenzen wächst. Die Verhältnisse liegen also 
hier ganz ebenso, wie in dena in den §§81 — 83 behandelten Falle. 
(Will man von der Gleichung (4) von § 81 zu der eben abgeleiteten 
Gleichung (4) den Grenzübergang ausführen, so muß man erst vom 
unbestimmten Integral zum bestimmten übergehen, bezw. die untere 
Grenze anders wählen, als es dort geschehen ist.) 

Was endlich den Fall betrifft, da£ alle vier Verzweigungsp unkte 
zusammenrücken, so steht dieser zu dem Falle, daß drei zusammen- 
rücken, ebenso wie das paarweise Zusammenrücken von je zweien 
zu dem Zusammenrücken von nur zweien: es ändert sich nichts 
Wesentliches mehr. 

Zu beachten ist übrigens, daß in den beiden letzten Fällen die 
ßiBMANNsche Fläche zerfällt, indem ihre beiden Blätter sich ganz 
luder trennen. 



ZEHNTER ABSCHNITT. 

RealitätsYerhältnisse. 
§ 85. Vorbemerkungen. 

Jür die Anwendungen der elliptischen Funktionen auf mecha- 
nische und andere physikahsche Probleme, sowie auch für bestimmte 
Fragen der Theorie ist es erforderlich, daß man weiß, ob sie für 
bestimmte Werte des Arguments reell sind oder nicht, und im 
ersteren Falle, daß man Grenzen angeben kann, zwischen denen 
ihre Werte liegen. Auch diese Untersuchung, wie die des vorigen 
Abschnitts, kann sowohl vom Periodenparallelogramm, wie von der 
RiEMANNschen Fläche aus geführt werden; auch hier wollen wir zuerst 
den erstgenannten Weg einschlagen. 

Wir müssen dann zunächst fragen, unter welchen Umständen 
reellen Werten der Veränderlichen u auch reelle Werte elliptischer 
Funktionen entsprechen. Dazu ist nach I, § 71 erforderlich, daß 
konjugiert complexen Werten von u auch konjugiert coraplexe Werte 
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der Funktion gehören. Dann muß aber, wenn irgend , eine com- 
plexe Zahl 2 eo Periode der Funktion ist, auch die zu ihr konjugiert 
complexe Zahl Periode sein, Da nun Summe und Differenz 
zweier Perioden wieder Perioden sind, und da die Summe zweier 
konjugiert complexen Größen reell, ihre Differenz rein imaginär ist, 
so folgt: 

Unter den Perioden einer doppeltperiodischen Funktion, die für 
reelle Iferte des Arguments seihst reell ist, sind stets sowohl reelle, als 
auch rein imaginäre. 

Hier sind nun zwei Fälle zu unterscheiden : entweder bilden die 
kleinste positiy reelle und die kleinste positiv imaginäre Periode zu- 
sammen ein primitives Periodenpaar (§ 67), oder das iat nicht der 
Fall. Diese beiden Fälle sind getrennt zu behandeln. 

§ 86. Das Periodenparatlelogramm ein Rechteck; pu und -p'u. 

Wenn die kleinste positiv reelle und die kleinste positiv imagi- 
näre Periode zusammen ein primitives Periodenpaar bilden, sodaß 
ein elementares Periodenparallelogramm ein Eechteck ist, bezeichnen 
wir die eratere mit 2 Wj, die letztere mit 2 oj^. Das Periodeiiverhältnis 
r = "»a/wj wird dann positiv imaginär, sodaß diese Festsetzung der 
bereits § 1 4, IV getroffenen und seitdem festgehaltenen nicht wider- 
spricht. Die Glieder der Reihen § 17, (3) und (4) sind dann (für 
reelle u] teils reell, teils paarweise konjugiert imaginär; wir erhalten 
somit zunächst den Satz: 

I. In unservt Fall sind die Invarianten t/^, ff^ reell und die i'unk- 
tionen pu, p'u nehmen für reelle Werte des Arguments selbst reelle 
Werte an. 

Wir fragen weiter nach den Vorzeichen dieser Funktionen. 
Für hinlänglich kleine Werte von u geben uns darüber die Reihen 
§ 18, (2) und (3) Auskunft, da für solche Werte nach I, § 38, VIII 
{vgl, auch I, § 43, IV) das erste Glied dieser Reihen die Summe 
aller folgenden überwiegt. Sie zeigen nämlich: 

II, Für dem absoluten Setrag nach kleine reelle Werte von u ist 
in unserm Falle pu positiv, p'u hat das entgegengesetzte Vorzeichen 



! wir nun m von an wachsen. Zunächst ist pu positiv, 
p'u negativ; pu nimmt also ab. ;)'w bleibt negativ, bis es Null wird; 
das geschieht (vgl. § 18, p. 47) zum ersten Male bei u = «j. Dort 
wird pu = e^, also folgt: 
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m. H'^enn u stetig von u bis oi^ wächst, nimmt p u stetig von 
+ oo bis e^ ab. 

. Hätte die Gleichung 
1) 4zä-^32-^3 = 

eine Wurzel z = e^, die algebraisch größer als e^ wäre, so würde 
pu diesen Wert e in irgend einem Punkte zwischen und oj^ an- 
nehmen müssen. Dann wäre aber in einem solchen Punkte p' u = Q, 
was nicht sein kann. Also folgt: 

IV. gj = p (0^ ist in unserm Falle die algebraisch größte Wurzel 
der Gleichung (1) und daher notwendig positiv. 

u von (o^ bis 2 (o^ weiter wachsen, so durchläuft 
i Werte in umgekehrter Reihenfolge; denn aus § 17 (7) 
und daraus, daß pu eine gerade Funktion von u ist, folgt: 

um auch für rein imaginäre Werte von u über das Verhalten 
von pu Näheres zu erfahren, gehen wir aus von den Homogeneitäts- 
relationen § 17, (10) und (11). Setzen wir in ihnen p~i, so er- 
halten wir: 

93{ohh «,,0= -9A<^i> ^'s)' 
p{u\m,i, w,i^^p{ai\o,„<o,), 
bezw. : 

P(«; 9i> ~9s)= "Pi^i; 9i' 9s)- 
Sind e^, e^, e^ die Wurzeln der Gleichung i z'^ — g,^ z — g^ = 0, 
so sind — e^, — e^, — e^ die der Gleichung 4 2^ — ij-g « + (j'g = 0. 
Wenden wir also die Sätze 11 — IV auf die Funktion p{^; g^, — g^) 
an und übertragen die Ergebnisse auf die Funktion p[ui; g^, g^), 
so erhalten wir: 

V. Wenn u rein imaginäre Werte von Ms Wg stetig durchläuft, 
so durchläuft p u stetig wachsend reelle Werte von — od bis zu der 
algebraisch kleinsten (also notwendig negativen) Wurzel der Gleichung (1). 

Die Werte von p « för andere rein imaginäre u ergeben sich 
i wie oben. Übrigens folgt noch aus IV und V mit Rücksicht 
auf § 18, (12): 

VI. In unserm Falle sind alle drei Wurzeln der Gleichung (1) reell. 
Für complexe Argumente (u + vi) erhält man dann die zu- 
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gehörigen Funktionawerte durch die Additionstiieoreme (§ 23), Z. B. 
ergiebt sich für vi — m^ aus der Gleichung § 23, 6 (in der man u 
und V vertausche); 

2) y („ + »,) - ., = -|j-p-;-:-jf = -"-f;^— < 

und daraus der Satz: 

Vn. We-an u Werte, deren rein imaginärer Bestandteil — Wg ist, 
von öjg bis — Wg stetiff durchläuft (also auf einer durch Wg gezogenen. 
Farallelen zw An-e der reellen Zahlen sich bewegt), durchläuft pu 
stetig wachsend reelle Werte von e^ Ms e^. 

Aus diesem Satze ergieht sieh ebenso wie V aus III: 

Vin. Wenn v, Werte, deren reeller Bestandteil — (»^ ist, von m^ 
Ms — (ög stetig durchläuft (also auf einer durch (ö^ gezogenen Parallelen 
zur Axe der rein imagijiären Zahlen sich bewegt), durchläuft p u stetig 
abnehmend reelle Werte von e^ bis e^. 

Wir können die Sätze IIT, V, VlI, VIII zu dem einen zu- 



IX. Wenn u den Umfang des Bechteclts, dessen Ecken in den 
Funkten 0, o}^, — Wg, öIj liegen, im positiven Sinne von an durch- 
läuft, durchläuft pu beständig abnehmend alle reellen Werte von 
+ CO bis — CO. 

Im Innern dieses Eechtecks ist die Funktion p u Überall regulär; 
dai'aus und aus dem eben bewiesenen Satze folgt: 

X. Durch die Funktion p u mit einer reellen und einer rein imagi- 
nären Periode wird das erwähnte Rechteck auf die negative Halbebene 
konform abgeMldet. 

Damit sind wir zur Umkehrung der Entwicklungen von % 8 
gelangt, in denen gezeigt wurde, daß eine Halbebene durch ein 
elliptisches Integral I. Gattung auf ein Eechteck abgebildet wird. 
Dort waren die vier Verzweigungspunkte der Halbebene willkürlich 
gegeben, hier sind es die Seitenlängen des Eechtecks. 

Die analytische Fortsetzung der gefundenen Abbildung vermöge 
des Spiegelungsprinzips kann jetzt ganz ebenso wie in § 9 vor- 
genommen werden. Wir erhalten dadurch zu jedem reellen Wert 
von z, ausgenommen Cj, e^, e^, zwei inkongruente Werte von m, 
für die s = pM ist, und schließen daraus auf Grund von § 15, II: 

SI. Äußer in den bereits angegebenen und in den aus ihnen durch 
die Spiegelungen hervorgehenden Linien ist die Punktion p u in unserm 
Falle nirgends reell. 
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§ 87. Das Periodenparallelogramm ein Rechteck; die Sigma, 
die Funktionen Jacobi's und die Tlieta. 

Für die Fortführung unserer Untersuchungen ist es zunächst 
erforderlich zu wissen, wie es in dem von uns betrachteten Falle 
mit der Realität der in § 32 eindeutig definiei'ten Werte gewisser 
Wurzelgrfißen steht. Darüber geben die Darstellungen dieser Wurzel- 
großen durch unendliche Produkte Auskunft. Sie zeigen: 

I. Versteht man unter 2a>^ die reelle, unter 2«g die rein imagi- 
näre Periode, so werden: 

Vej — e^ und yeT—e^ positiv reell; 

y^— Bg negativ reell; 

y^a "~ "i pojift'f imaginär; 

"j/ßg — Cj und y^g — 63 negativ imaginär. 
Die Werte der Tierten Wurzeln aus den Differenzen der e sind 
erst bestimmt, wenn über den der Quadratwurzel aus m^ bei- 
zulegenden Wert eine bestimmte (an und für sich willkürliche) Fest- 
setzung getroffen wird. Hier, wo 03^ reell und positiv ist, werden 
wir diese Festaetzung zweckmäUigerweiae so treffen, daß wir y2ö)j/7i 
ebenfalls reell positiv nehmen; dann werden die Arcus von; 

y«T^ fe-i; y«,"^^ fc^ K~', Ih-^h 

bezw. gleich: 

2) ^ »f ';- »f 0. 

Die Größen ]/Ä und '^U werden dann beide positiv reell und also 
beide dem absoluten Betrage nach kleiner als 1. 

Die ReaUtätsverhältniase der Sigmaquotienten könnten wir aus 
ihren Darstellungen durch unendliche Produkte (§ 31} entnehmen. 
Einfacher ist es, direlit an ihre Ausdrücke durch pu anzuknüpfen 
und die den auftretenden Wurzelgrößen beizulegenden Werte da- 
durch zu bestimmen, daß wir ihre Werte für einzelne Argument- 
werte durch die soeben untersuchten Wurzeln aus den DilFerenzen 
der e„ ausdrücken (§ 32, 12, 13). So findet man z. B., daß die 
Funktionen : 

'^w ^ i , ff,_« ^ Vp^ - ^1 ^ ^^ _ Vp » - gj 

in den Ecken des in Satz IX von % 86 erwähnten Eechtecks die 
in der folgenden Tabelle angegebenen Werte haben: 
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I .,. 



y<, - <. 


y 





V 

Ve 


V; - •. 





Aus dieser Tabelle ergiebt sich für die von Jacobi eingeführten 
Fuiilftionen die folgende: 

I K K+iK' ir 



snw 





1 


T 


GC 


cn^ 


1 







oo 


dnw 


1 


Ä' 





OD. 



(In der Überschrift dieser Tabelle ist mit Jaoobi: 



iV^- 



Aus diesen Werten der Funktionen in den Ecken des Bechtecbs 
achließt man auf ihre Werte längs seiner Seiten. Ihre Werte längs 
der Seiten der anstoßenden Eechtecke ergeben sich dann aus dem 
Spiegelungsprinzip. Die Resultate sind in den nachfolgenden Figuren 
dargestellt, in denen die Linien, längs deren die betr. Funktion: 

positiv reelle Werte hat, 

negativ reelle Werte hat, 

positiv imaginäre Werte hat, 

negativ imaginäre Werte hat, 






gestrichel 
strichpun 
punktiert 


itiert — 





-■-'. 








jv-Kfit iK 


\}^MW^ 


vK 


MtC' 


IsKi-üc' 


'■*i ■ 


K..J,K^ 




K 
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"^'^l.Ati'iflj^*^''^' 



sind. Zum Verständnis dieser Figuren sei noch bemerkt: gehen Ton 
einem Punkte Terschiedene Linien aus, längs deren z positiv, und 
andere, .länge deren z negativ reell ist, so 
müssen in den Winkelranmen zwischen ihnen 
abwechselnd Linien liegen, längs deren z 
iv^üd ^f3iE'^*3iK' positiv, bezw. negativ imaginär ist. Bei posi- 
tiver Umkreisung eines Punktes, in dem z = 
ist, folgen diese Linien in der ^Reihenfolge: 
-;- 1, + i, — 1, — i aufeinander, bei positiver 
Umkreisung eines Punktes, in dem s = co ist, 
in der entgegengesetzten. 

Wird das Argument der Thetafunktionen 
durch die Gleichung: 

«) --il, 

eingeführt, so wird es für reelle Werte von u 

ebenfalls reeU. Die Eeihenentwicklungen 

§ 42 (9) und § 44, (1) bis (3) enÜialten dann für 

u trigonometrische Funktionen reeller 

u = u^i können an ihrer Stelle Ex- 

erhält: 



w4K!_.,M^__2K'1 



Winkel, für rein imi 

ponentialfunktionen von m^ gesetzt werden, sodaß 









Wenn aber die reeUe Periode dem absoluten Betrage nach 
größer ist, als die rein imaginäre, so ist es vorteilhafter, Eeihen zu 
benutzen, die nach Potenzen von: 



fortschreiten. Dann muß man auch anstatt « die Größe: 

einführen, die für reelle Werte von u rein imaginär, für rein 

imaginäre Werte von u reell ist. In diesem Falle enthalten also 

die Entwicklungen für reelle u Exponentialfunktionen, für rein 
imaginäre u trigonometrische Funktionen reellen Arguments. 
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§ 88. Das Periodenparallelogratnm ein Rhombus. 

Wir haben noch den zweiten Fall zu betrachten, daß zwar 
sowohl reelle, als auch rein imaginäre Perioden vorhanden sind, daß 
aber die kleinste reelle und die kleinste rein imaginäre Periode zu- 
sammen kein primitives Periodenpaar bilden. 
Wir bezeichnen die erstere mit — 2a)^, die 
letztere mit — 2 m^'. Im Innern des durch 
sie bestimmten Parallelogramms muß min- 
destens noch ein Periodenpnnkt liegen; sei 
'"^^ ce -{■ ß i ein solcher Punkt. Dann ist auch 

Flg. 39, a — ßi eine Periode, also sind auch 2« 

und 2 ß Perioden und folglich ist « = — a^, ß = — a^'. Es gieht' 
also nur einen solchen Punlct; und das Periodenpaar: 

1} — 0}^ + M/ = 2 (Öj , - <0g - W/ ^ 2 fflg 

ist ein primitives, umgekehrt ist dann: 

I. In diesem Falle ist also ein primitives Periodenparallelogramm, 
ein Rhombus . 

Hat u reelle Werte, so sind auch in diesem Falle die Glieder 
der Reihe § 17 (4) teils reell, teils paarweise konjugiert complex, 
pu erhält also reelle Werte, ehenso p'u. Wwc sehr kleine reelle u 
ist pu positiv, p'u hat das entgegengesetzte Vorzeichen wie w. 
Wächst u stetig Yon bis — <y>^, so bleibt p'u negativ, pu nimmt 
also stetig ab von + oo bis e^, e^ ist also in diesem Falle reell. 
Wächst dann u wieder bis — 2e)j, so nimmt pu wieder zu von 
«2 bis 00. 

Auch wenn u rem imaginaie Werte hat, sind die Glieder der 
erwähnten Reihe paaiwei&e konjugiert complex. pu erhält also auch 
dann reelle Werte, und zwar nimmt es, wenn u stetig von über 
— w.^ bis 2 oi^ wäclnt, zueiNt stetig zu von — oo bis ^ ( — m^') = e^ 
und von da wieder ab bis — od. Es ist nämlich — Wg' = — «3 — 2 w^ 
zu — 0J3 äquivalent, also p (— co^) = p{— Wj). Dieselben Werte 
durchläuft u auch, wenn u auf geradem Wege von 2a^ nach 
2 Wg = 2 «j - 2 «/ geht. 

Damit sind nun aber schon zu jedem reellen Werte z zwei 
Punkte u des fundamentalen Periodenparallelogramms gefunden, in 
denen pu = % wird. Also muß in allen anderen Punkten desselben 
■pu imaginär, hezw. complex sein, speziell auch in w^ und «3. Die 
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beiden Werte pco^ — e^, pa»^ — e^ sind alao in diesem Falle kon- 
jugiert coniplex, und wir haben nur noch zu untersuchen, welchem 
von ihnen ein positiver und welchem ein negativer imaginärer Be- 
standteil zukommt. Zu diesem Zwecke beachten wir: Wenn u den 
Umfang des Eechtecks (0, — ai^, 2fti3, — a^') im positiven Sinne 
durchläuft, durchläuft z zweimal nacheinander die Äxe der reellen 
Zahlen von + oo über e^ nach — co. Dabei bleibt die negative 
Halbebene zur Linken, pu nimmt also in den der Begrenzung be- 
nachbarten Teilen des genannten Eechtecks Werte mit negativer 
zweiter Koordinate an; und da diese zweite Koordinate im Innern 
desselben nirgends Null wird, so kann sie auch ihr Vorzeichen 
nicht wechseln und muß folghch im ganzen Innern negativ sein. 
Also folgt: 

II. In dem hier betrachteten Falle ist von den beiden konjugiert 
complexen Wurzeln der Gleichung: 

e^^=p<o-^ diejenige, deren imaginärer Bestandteil positiv, e^ = pco^ die- 
jenige, deren imaginärer Bestandteil negativ ist. 

Das Bild des genannten Rechtecks überdeckt die negative Halb- 
ebene der 2-Ebene doppelt; der Punkt z = e^ ist ein Verzweigungs- 
punkt dieses Bildes. 

Das Verhältnis dieses Falles genauer ins einzelne zu verfolgen, 
haben wir nicht nötig, da wir ihn später durch eine quadratische 
Transformation auf den in den vorhergehenden Paragraphen aus- 
fuhrlich diskutierten zurückführen werden. 



§ 89. Der harmonische Fall (lemniskatlsche Funktionen). 

Ein gewisses spezielles Interesse bietet der Unterfall des in den 
Paragraphen (86) und (87) behandelten Falles dar, daß die kleinste 
reelle und die kleinste rein imaginäre Periode denselben absoluten 
Betrag haben, daß also das Periodenparallelogramm ein Quadrat, 

1) ö)j = m^ i, T = i, A = e-^ = 0,04321 . . . 

ist. Es werden dann in der Heihe § 18 (5) je zwei Glieder einander 
entgegengesetzt gleich und folglich: 

2) a = 0. 

Der Homogenität der Formeln wegen dürfen wir unbeschadet der 
Allgemeinheit 



y Google 



§ 90. Der äquianknrmontsake Fnll. 219 

; dann wird: 

4) e, = 1, e^ = 0, ^a = -1 
und: 

5) h?^k'^^\. 

Die vier Verzwöigungspunkte (co, 1, 0, — 1) liegen in diesem Falle 
harmonisch (I, § 15, IX). 

Die Werte der Perioden lassen sjcli in diesem Falle durch 
EüLERSche Integrale ausdrücken; man findet nämlich; 

»j-^-i/»- 'Ml -»')-'"» 



oder, indem man y = x'^ substituiert: 

-i/j-''-(i-y)-''"iy= lfi(V, i)- i-flP' 

Es ist aber: 

rm r(\) = -^ = ^ yä, r{\) = y^", 

also: 

6) 'h=i]/i^I'm'- 

Die Werte der Funktionen für rein imaginäre Argumente 
drücken sich in diesem Falle folgendermaßen durch ihre Werte für 
reelle Argumente aus: 

p{iu]=~pu, p{iu) = ip{v), a(in)^ia{iu), 

Man nennt die diesem Falle zugehörenden elliptischen Funk- 
tionen auch wohl lemniskaäsche Funktionen, da das Problem der 
Rektifikation der Lemniskate auf solche Funktionen fuhrt. 



§ 90. Der äquianharmonische Fall. 

Neben diesem Falle stellt sich als ein zweiter ausgezeichneter 
Fall der, daß da^ Periodenverhältnis gleich einer dritten (oder 
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sechsten) Einheitswurzel, das .PeriodenparaUelogramm also ein 
llhombus mit Wiakeln von 60 und 120 Grad ist. Sei: 

1) 0)3 = £w„ s = -i+.J-l/3, 

also da ] + e + «* = ist, (Oj = s^ro^. 

Es geben dann in der Reihe für 1/^ je drei Glieder zusainmen 
Null und folglich ist hier: 

2) ft - »■ 

Setzen wir c/^ = 4, so erhalten wir (vgl. § 88, II): 
ü) e^ = £, e^ = 1, e^ = e^, also l = — b. 

Die Homogenitätsrelationen geben hier: 

[ P {su)^spu, 

4) p'(,u)^ p-u, 

Aus der zweiten dieser Formeln und aus § 22 ergiebt sich, dali in 
diesem Falle: 

5) /»-/.,- -2 ■"°-"'"^.;;.-^""^--' 

ist. 

Auch in diesem Falle kann man die Werte des Arguments an- 
geben, für die jOM = wird. Ist nämlich pu^ ~ 0, so ist nach (4) 
auch p (e Mj) = und p (s^ Mj) = 0. Da die Funktion p u jeden Wert 
nur in zwei Punkten des Periodenparallelogramma annimmt (§ 15), 
so können die drei Punkte Uy, «m^, £*m^ nicht alle inkongruent sein. 
Sind irgend zwei von ihnen kongruent, so ist auch 
der dritte zu beiden kongruent, da das Produkt 
jeder Periode mit £ wieder eine Periode liefert. Aus 

ew^ = Wj + 2Ajöj^'-f '2h^sco^ 
ergiebt sich entweder n^ = ü oder 
6) Mj = ±i(l - £).2(0j. 

Da M. = keine Nullpunkte, sondern Pole für pu 
"I5"- Usfert, so folgt: 

Die Nullpunkte der Funktion pu liegen in diesem Falle in den 
Schwerpunkten Wj und u^ der beiden gleichseitigen Dreiecke, in die das 
Periodenparallelogramm zerlegt werden kann. 
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Bemerkenswerte, für ctieaen Fall gültige Formeln si 


nd nocli: 


7) p{iufÄ) = pien- 6^«) = - } -^^1^ 




— Ä^^- 





Die Eiehtigkeit der letzteren kann man folgendermaßen be- 
weisen: Da 2]/3 =^ s — fä ist, ist das Produkt von i^S in irgend 
eine Periode 2 Aj «j + 2 Äg (»3 wieder eine Periode, nämlich gleich 
(2 Ä^ - 4 Ag) ö>^ + (4 Aj - 2 A3) ö>g. Die rechte Seite von (8) ist also 
eine elliptische Funktion III. Art; sie hat m = zum zweifachen 
. Pol und die Punkte Wj und u^ zu einfachen Nullpunkten (da 
^w^ ]/3 — — 2(0j, iw^ ]/3 = 2 «g ist). Also kann sie sich von ^m 
nach § 39, II nur durch einen Exponentialfaktor unterscheiden. 
Vergieiohung der Eeihenentwicklungen zeigt, daß dieser Exponential- 
faktor sich auf die in (8) angegebene numerische Konstante reduziert. 



§ 91. Behandlung der Realitäfsvertiältnisse 
von der RiEMANN'schen Fläche aus. 

Es bleibt noch die Frage zu erörtern, wie weit die Unter- 
suchungen der letzten Paragraphen sich umkehren lassen, ob man 
bei reellen Werten der Invarianten immer auf einen der in diesem 
Abschnitt untersuchten Fälle geführt wird; eine Frage, deren Be- 
antwortung die Erörterungen des VI. Abschnitts in einem wesent- 
lichen Punkte ergänzt. 

Wie aus der Theorie der Gleichungen vierten Grades bekannt 
sein wird, hängt die Eealität der Wurzeln einer solchen Gleichung 
(also in unserm Falle der Verzweigungspunkte der ßiEMANNschen 
Fläche, wesentlich ab von dem Forzeichen dei- Bisknminante G 
(§ 32, 10): ist sie positiv, so sind die Verzweigungspunhte alle vier reell, 
oder sie sind paarweise konjugiert complex; ist sie negativ, so sind 
zwei Ferzweigungspunkte reell, die beiden andern konjugiert complex. 

I. Der Fall reeller Verzweigungspunkte ist bereits durch die 
Untersuchungen von § 8 und 9 erledigt: wir haben dort gesehen, 
daß und wie man bei geeigneter Wahl des Querschnittaystems ein 
primitives Periodenpaar bestimmen kann, dessen eine Periode reell 
ist, die andere rein imaginär. Zwar ist dort öp als positiv voraus- 
gesetzt, aber das ist keine wirkliche Einschränkung: für negative 
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Werte von a^ hat man nur die lieiden Perioden mit Vorzeiclieii- 
wechsel der einen zu vertauschen. 

II. Der Fall, daß alle vier Verzweigungspunkte paarweise kon- 
jugiert complex sind, läßt sich auf den vorigen durch eine Uueare 
Transformation der Integrationsvariabein (§ 62) zurtickführen. Denn 
durch vier Punkte der s-übene, die paarweise konjugiert complex 
sind, läßt sich stets ein Kreis legen; man hat nur nötig, eine solche 
lineare Transformation anzuwenden, daß dieser Kreis in die Axe 
der reellen Zahlen einer ^-Ehene übergeführt wird. U. a. ist das 
der Fall hei den in §§ 63 und 64 besprochenen Transformationen 
auf die erste und zweite Normalform; sowie auch hei der auf die 
dritte Normalform, sobald man die Bezeichnung eo wählt, daß zwei 
konjugierte Yerzweigungspunkte nach ± 1 verlegt werden. Die Axe 
der reellen Zahlen der z-Ebene geht dabei über in einen Kreis der 
f-Ebene, für den die Yerzweigungspunkte paarweise Spiegelbilder 
voneinander sind (I, § 11, 11; vgl. I, § 73, IV). 

Umgekehrt schließt man daraus: sind vier Verzweigungspunkte 
gegeben, die auf einem Kreise hegen, und wird verlangt, eine solche 
lineare Transformation der Integration svariah ein vorzunehmen, daß 
zu reellen Werten der neuen Vaiiabeln ^ auch reelle Werte der 
Funktion f^{C), bezw. /^{^ gehören, so kann das einmal dadurch 
geschehen, daß man den genannten Kreis selbst in die Axe der 
reellen J transformiert; dann aber auch dadurch, daß man diese 
Axe einem der heiden Kreise entsprechen läßt, für die die Yer- 
zweigungspunkte paarweise Spiegelbilder voneinander sind. Bei der 
in § 8 besprochenen konformen Abbildung der Halbebene auf ein 
Eechteck entsprechen diesen beiden Kreisen die zu den Seiten 
parallelen Halbierungslinien des Rechtecks. 

Hat das Integral eine der drei Normalfonnen, so sind diese 
beiden Kreise: 

für die I. Normalform der Kreis vom Mittelpunkt und Kadius 

A-'/n und der vom Mp. X"'^ und E. ?^-Vt(?,-i — 1)','e; 

für die II, Normalform der Kreis vom Mp. e^ und E. '[/(Sj ~ e^) (e^ — e^) 

und der vom Mp. e^ und K. ^{^1 — eg){e^ — eg); 

für die HL Normalform die Axe der rein imaginären Zahlen 

und der Kreis vom Mp. und R. ^-i, 

III. Sind zwei Ferzweigungspunkte reell, die beiden andern kon- 
jugiert complex, so bezeichne man einen der reellen Punkte mit ß^, 
die beiden konjugiert complexen mit of^ und a^, und lege dann die 
Elickkehrschnitte so, wie zn Fig. 27, p. 150 angegeben. Zieht man 
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sie daan bis zu den geraden Verbindnngslinien der betreffenden 
Verzweigungspunkte zusammen und achtet auf die richtige Be- 
stimmung der Vorzeichen, mit denen die Quadi'atwurzeln zu nehmen 
sind, so sieht mau, daß die beiden Perioden konjugiert complex 
ausfallen; w. z, b. w. 

Vier beliebig vorgegebene Punkte können durch eine lineare 
Transformation in zwei reelle und zwei konjugiert complexe über- 
geführt werden, wenn es einen Kreie durch zwei von ihnen giebt, 
für den die beiden audern Spiegelbilder voneinander sind. Es giebt 
dann stets auch einen Kreis durch die beiden letzteren, für den die 
beiden ersteren Spiegelbilder voneinander sind; wenn also eine 
solche Transformation überhaupt mögKch ist, ist sie stets auf zwei 
verschiedene Arten möglich. Für die zweite Normalform (die erste 
ist hier weniger zweckmäßig) sind diese beiden Kreise die Äxe der 
reellen Zahlen und der Kreis vom Mp. e^, der durch Cj tind e^ geht; 
für die dritte die Axe der reellen und die der rein imaginären Zahlen. 



ELFTEE ABSCHNITT. 

Modulfunktionen. 

§ 92. Das Periodenverhältnis als Funktion des Doppelverhältnisses 
der Verzweigungspunkte. 

in den Untersuchungen der vorhergehenden Abschnitte haben 
wir bald die Perioden, bald die Verzweiguugspunkte der Eiemann- 
schen Fläche als gegeben angenommen. Die Frage, wie diese 
zweierlei Arten von Größen miteinander zusammenhängen, haben 
wir bisher nur ganz gelegentlich gestreift; wir müssen sie jetzt 
systematisch in Angriff nehmen. 

Zu diesem Zwecke beginnen wir mit folgender Überlegung: 
Sind die Verzweigungspunkte gegeben, so sind dadurch nach den 
Ergebnissen von § 78 auch die Perioden bis auf ganzzahlige lineare 
Substitutionen festgelegt. Sind aber umgekehrt die Perioden ge- 
geben, so können dadurch die Verzweigungspunkte keinesfalls völlig 
bestimmt sein, Denn wir haben m § 62 gesehen, daß wir jedes 
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elliptische Integral I. Gattung durch lineare Transformation der 
Integrationsvariabein in ein anderes Integral derselben Form über- 
führen können. Dieser Transformation können wir auch die Eück- 
kehrschnitte unterwerfen, durch die die Perioden definiert sind (vgl. 
§ 6, VIII); bezeichnen wir dann die Perioden des Integrals 

/ —— , bezw. mit 2m,', 2e)„', so können wir aus Grleichung (5) von 
§ 62 schließen: 

1) .„. ^{aS-ßy) w,', <o,={uS~ßr) a,,', 

also: 
2) 

Man ptlegt nun du. Dehrituucn II und III von § 62 durch den 
7usat7 zu eigiuzen 

I &ne Koeariante, die die J ariable nicht enthalt, sondern nur die 
Kjeffinenten heißt eine Lwarmnte. 

Dann kann man die Gleichungen (1) und (2) so aussprechen; 

II Die Periodei iind (ti ansscendente) Invarianten der Grundform f 
i >m (letLichle — 1 das Fei uidemerhältnis ist eine absolute Invariante. 

Schon dal^us kann geschlossen werden, daß durch die Perioden, 
be/w das Peiiodenveihaltnis nui solche Funktionen der Koeffizienten 
vcn / beaümmt sein können die selbst Invarianten, bezw. absolute 
Invananten von / sind 

Wii eihalten eine noch bestimmtere Formulierung dieses Satzes, 
wenn wir iMe am Schlüsse von § Ö2 statt der Koeffizienten die Ver- 
zw ei^ngspunkte einfühlen Dabei müssen wir nur beachten, daß 
bei dei hneaien Transformation auch a^ einen neuen Wert bekommt 
(vgl. § 62, 7), und also im allgemeinen von Funktionen der Ver- 
zweigungspunkte und des a^ reden. Beschränken wir uns aber auf 
absolute Invarianten, so brauchen wir auf a^ nicht zu achten. Denn 
eine solche bleibt auch invariant bei der Substitution: 



für die: 

wird; sie hängt also jedenfalls nur von den Verhältnissen der Koef- 
fizienten von f ab, bezw. nur von den Verzweigungspunkten, nicht 
auch noch von «„. Wir kennen aber bereits aus I, § 15 alle In- 
varianten von vier Punkten gegenüber linearer Transformation: sie 
sind alle Funktionen ihres Doppelverhältnisses. Damit haben wir 
den Satz gewonnen: 
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III, Das Verhältnis der Perioden eines elliptischen Integrals 
I. Gattung hängt nur ab von dem Doppelverhältnil seiner Ferzwei- 



und also auch umgekehrt; 

IV. Das Doppelverhältnis der Ferzweigungspunkte eines elliptischen 
Integrals I. Gattung ist eine Funktion des Verhältnisses seiner Perioden. 

% 93. Die durch einen Zweig dieser Funkiion vermittelte 
Itonforme Abbildung. 

Um die ia den beiden letzten Sätzen delinierten Funktionen 
näher zu untersuchen, bringen wir zunächst daa Integral durch eine 
lineare Sabstitutioii der Integrafcionsvariaheln auf die erste Normal- 
form (§ 64): 

Die Perioden können dann {vgl. % 6, Vill) dargestellt werden durch 
die Integrale: 



^-k. 



i/»(i-»)(i-i.) 



=/v? 



Für jeden von 0, 1, co Terschiedenen Wert von A haben diese 
Integrale endliche bestimmte Werte, die natürlich von X abhängen; 
und man kann folgendermaßen zeigen, daß sie analytische Funk- 
tionen von X sind, die in der Umgebung jedes von 0, 1, go ver- 
schiedenen Wertes J.^ sich regulär verhalten. Da die Rückkehr- 
schnitte nicht durch den Punkt liX^ gehen dürfen, können wir 
annehmen, alle ihre Punkte 'seien von \:X^ um mehr als eine 
angebbare Größe s entfernt. Dann ist für alle diese Punkte die 
Entwicklung von: 

nach Potenzen von X ~ X^ unbedingt und gleichmäßig konvergent, 
solange I ^ — >.y I <A„ej¥-i ist, wenn mit M das Maximum von z 
längs des Schnittes bezeichnet wird (der in keinem Falle durch 
2 = GO hindurchzugehen braucht). Also darf man gliedweise inte- 

BcEKHiEDT, Fiinküonen. II. 15 
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grieren und erhält so 2(o^ und 2«g ah in der JJmgeburtg von X^ 
reguläre Funktionen von X dargestellt. 

Weiter geht aus der Ungleichung (3) von § 53 hervnr, daß 
2wj nicht Null werden kann, solange X von 0, 1, co verschieden ist. 
Also kann aus dem vorigen Satze geschlossen werden: 

I. Jeder Zweig des Feriodenverhältnisses ist in der Umgebung jedes 
von 0, 1, CO verschiedenen Wertes eine reguläre Funktion des Doppel- 
verhältnisses der Verzweigungspunkte. 

Daraua folgt, daß jeder einfach zusammenhängende Teil der 
Ebene X, der kernen der drei Punkte 0, 1, co in seinem Innern 
enthält — z. B. die positive Halhebene — durch jeden Zweig der 
Funktion t(^) auf einen Bereich der r-Ebene abgebildet wird, der 
in seinem Innern keinen Verzweigungspunkt enthält. Daraus allein 
folgt freilich noch nicht {ebensowenig wie in § 8), daß ein solcher 
Bereich sich nicht teilweise selbst überdecken kann. WoUen wir 
zeigen, daß das nicht der Fall ist, so müssen wir die Kontor eines 
solchen Bereiches bestimmen, d, h. wir müssen untersuchen, welche 
Werte von r reellen Werten von X 
entsprechen. Wir können das durch 
folgende Überlegungen aueführen: 
j,-j ^j Fassen wir zunächst reelle Werte 

von X ins Auge, die zwischen und 1 
liegen. Dann hegen die vier Verzweigun^punkte so, wie in Fig. 41 
angegeben; wir können die Rückkehrschnitte wie in Fig, 28 legen 
und sie dann bis dicht an die Übergangshnien heran zusammen- 
ziehen. Wir erhalten so zwei Perioden ausgedrückt durch bestimmte 
) zwischen den Verzweigongspunkten:' 



1) 2„..2/- 



'-Hv^- 



Dabei können vdr in dem ersten dieser Integrale, da der Ausdruck 
unter der Quadratwurzel reeU und positiv ist, der Quadratwurzel 

' Indem wir jeden Schnitt gerade bia au diesen zwei Verzweigungspunkten 
znaammenzieheu nnd nicht, was an und für sich ebenso gut moshct wSi-e 
(vgl. § 56) zu den beiden andern, evceithen wir den Vorteil, daß die lirenzeu 
von i unabhängig werden. 
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willkürlich ihren positiven Wert beilegen; dann ist aber in dem 
zweiten Integral der Wert der Quadratwurzel nicht mehr willkürlich, 
sondern wir müssen, wenn wir mit früheren Festsetzungen (§ 6, VI 
und § 53, 11) in Übereinstimmung bleiben wollen, die Quadratwurzel 
hier negativ imaginär nehmen, sodaß 2 6>^ positiv imaginär wird. 
Wir können schreiben: 



^=2rr 



^(i_^)(i_U)| J |i/«(i+*)(i + i*)| 



Diese Darstellungen lassen nun erkennen, wie sich die Perioden 
als Funktionen von 1 im Intervall {0 ... 1) verhalten. Lassen wir 
nämlich 1 von bis 1 stetig wachsen, so wächst auch jedes einzelne 
Element des Integrals (1). Da alle Elemente des Integrals dasselbe 
Zeichen haben, so folgt: der durch das Integral (1) dargestellte 
Zweig der Funktion 2 m-^ von A wächst, wenn X stetig von bis 1 
wächst, von: 

4) 2 f — -^ — = 2 ?r 



bis ins Unendliche. 

Dagegen nimmt jedes Element des zweiten Integrals mit wach- 
sendem X ab. Also folgt; wenn X stetig von bis 1 wächst, nimmt 
2(0g/^ stetig ab von oo bis: 



5) 2 r^^= - 



Aus den beiden abgeleiteten Sätzen folgt: 

I. Wenn X stetig wachsend die reellen Werte von bis 1 durch- 
lävfi, durchläuft ein hestimmter Zv)eig der Funktion t{X) ebenfalls 
stetig und ohne umzukehren die positiv 
imaginären Werte von i<X> bis 0. _^^ jit^-.,.^^ 

W'enn nun X an den Punkt 1 heran- ' ^iß^^^ °^ 

kommt, lassen wir es in einem Halbkreis „. 

so um diesen Punkt herum aushiegen, 

daß er zur Eechten bleibt. Dabei biegt 1//L in die negative Halb- 
ebene aus; lassen .wir es wie in § 78 das Schnittsjstem vor sieh 
herschieben, so erhalten wir Fig. 42. 

Es wird also: 
6) «i =^ K - ,?, «3 = ß, 
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wenn mit a, ß die beiden Integrale bezeichnet werden: 
_ r d% r d% 



7) 






i*) 



Die Quadratwurzel ist in « reell, in ß imaginär; nelinien wir 
sie in « positiv reell, so müssen wir sie in ß negativ imaginär 
nehmen, sodaß cc positiv reell, ß positiv imaginär wird. Durch An- 
wendung der Transformation: 



»=?v 



I/£(i-S(i - 



i,ä) 



^-^^/wr 



0(1- 



.0 



sodaß ß/yA, and ßjY^^ durch die ohen schon benutzten Integrale 
ausgedrückt sind. Wenn X von 1 nach cc geht, geht ?.^ von 1 
nach 0; zufolge Satz (1) durchläuft dann ßla stetig und ohne um- 
zukehren rein imaginäre Werte von über i nach oo, also folgt: 
II. Wenn X sietie/ Kachsend reelle Werte von 1 bis CO durcklävft, 
durchläuft t = — ^—^ ohne umzukehren einen Halbkreis von über 

i 1 - i , , 

— — — : = --g - nach — 1. 

Andererseits können wir auch X, wenn es auf seinem Wege 
; I) von 1 in angekommen ist, nach rechts ausbiegend einen 
kleinen Halbkreis um herum beschreiben und 
^^B dann die Haihase der negativ reellen Zahlen be- 
schreiben lassen. Dabei biegt Ijl um co herum in 
die negative Halhehene aus ; ein Bild der Kugel mit 
yf-^ ihren ßückkehrscbnitten, von + i aus atereographisch 
projiziert, sieht dann folgendermaßen aus (wenn wir 
in der Ausgangsfigur Übergangslinien von nach 1 
und von 1/A nach co legen). 
Es wird also in diesem Falle: 
10) «1 = r, »3 = - / + ^, 

wenn mit / und S die beiden Integrale bezeichnet werden: 




Fig. 43. 
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1 \ß 

^ ~J lA-Ti - ^kTTI^ ~ J y^ - *) (1 -";:*) ' 



1 Iß 

und die Vorzeichen der Quadratvmrzeln so bestimmt werden, 
positiv reell, S positiv imaginär wird. Die Substitution: 

12) z = 1 - ^, ;i = j^, ^i = j-^ 

führt diese Integrale über in: 



lyai-KHi ~h^) 






Wenn X von bis — co abnimmt, nimmt Aj^ von bis 1 zu; 
also geht nach (I) Sjy stetig ohne umzukehren auf gerader Linie 
von CO über i nach 0; und daraus folgt vermöge {10): 

III. Wenn. X von bis — CO geht, durchläuft r Werte, deren 
reeller Teil = — 1 ist, von cO üher — i + j bis — 1 stetig ohne 
umzukehren. 

Wir können die drei Sätze I bis III in die eine Aussage zu- 



IV. Wenn X die Begrenzung der positiven Halbebene durchläuft, 
durchläuft ein bestimmter Wert der Funktion t (?») einmal ohne um- 
zukehren die Begrenzung eines Kreisbogendreiecks mit den Ecken 0, — i, OO . 

Wie in I, § 11 ist beim Ausspruch dieses Satzes eine gerade 
Linie als spezieller Fall eines Kreisbogens behandelt. 

Aus diesem Satze und daraus, daß r als Funktion von ?. im 
Innern dieser Halbebene nirgends verzweigt ist, folgt nun: 

V. Durch diesen Zweig der Mmkäon r von X wird die positive 
Halbebene auf das genannte Kreisbogendreieck umkehrbar eindeutig und 
konform abgebildet. 

Also wird umgekehrt durch die Funktion X von t das genannte 
Dreieck konform auf die Halbebene abgebildet und es folgt: 
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VI. X (t) nimmt jeden complexen Wert, des 
teil positiv ist, in einem und nur in einem Punkte im Innern 
Dreiecks an. 



§ 94. Analytische Fortsetzung dieser Abbiidung. 

Das so definierte Funktioiienelement müssen wir nun mit Hilfe 
des Spiegelunf^aprinzips (I, § 73) analjtiseh fortaetaen. Bezeichnen 
wir die zu einei complexen Große koniugierte durch Überstreichen, 
so druciien sich die diei Spiegelungen an den drei Seiten des Dreiecks 
analytisch ins durch die Gleichungen 

1) 4 T ^ -T 

2) B: -l~r' = -(-l-r) oder t' = -t-2, 

3) r;(r' + ^)(T+i) = i oder 7-'^ _t'_3^ - 

Durch jede dieser drei Spiegelungen entsteht aus dem ursprüng- 
lichen, in der Fig. 44 mit (1) bezeichneten Dreiecke ein neues, das 





7 


A 


AB 


ABA 


t 











Fig. 44. 

als ein durch die Funktion t(1) vermitteltes Bild der negativen 
Halbebene anzusehen ist, (In der Figur ist jedes dieser Bilder mit 
demselben Buchstaben bezeichnet, wie die zugehörige Spiegelung.) 
Diese drei Dreiecke schließen sich an das erste lückenlos an, greifen 
nirgends übereinander und bilden mit ihm zusammen einen einfach 
zusammenhängenden Bereich, der ganz auf einer Seite jedes Kreises 
und jeder Geraden hegt, von dem bezw. von der ein Stück zu seiner 
Begrenzung gehört. Jede dieser Begrenzungsliaien steht rechtwinklig 
auf der Axe der reellen Zahlen; diese geht bei jeder der genannten 
Spiegelungen in sich über. 

Irgend eines dieser Bilder zusammen mit dem ursprünglichen 
Dreieck bildet einen Fundamentalhereich der Funktion X von r 

a, § 17, VI). 
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Spiegeln wir nun die ganze bereits erhaltene Figur an einer 
ihrer BegrenzungBlinien, so erhalten wir eine neue Figur, die mit 
der ersten keinen Punkt (auch keinen, Eandpunkt) außer der spie- 
gelnden Linie gemein hat und die folghch mit der ersten zusammen 
wieder einen einfach zusammenhängenden Bereich überall einfach 
überdeckt, der ganz auf einer Seite von jeder seiner Begrenzungs- 
linien liegt. Diesen Bereich spiegeln wir abermals an einer seiner 
Seiten; dadurch erhalten wir wieder einen Bereich mit denselben 



Da die Axe der reellen Zahlen bei jeder dieser Spiegelungen 
in sich übergeht, so bleiben aUe diese successive erhaltenen Bereiche 
in der positiven Halbebene. Es fällt aber auch jeder Punkt der 
positiven Halbebene schUeßlich in eines der durch wiederholte 
Spiegelung entstehenden Dreicke. Denn einerseits kann man durch 
wiederholte Spiegelung an den zur Axe der rein imaginären Zahlen 
parallelen Seiten der Figur beliebig große positive und negative 
reelle Teile von t erreichen, andererseits sieht man folgendermaßen 
ein, daß man auch alle Werte von r mit noch so kleinem rein 
imaginären Bestandteil schließhch erreicht: Das Ausgangs drei eck 
und die durch wiederholte Spiegelung an seinen geradlinigen Seiten 
hervorgehenden Dreiecke enthalten alle Werte von t, deren rein 
imaginärer Bestandteil > i ist. Durch Spiegelung an den Kreis- 
bogen erhält man ein Gebiet, dem alle Werte von t angehören, 
deren rein imaginärer Bestandteil > -J- ist u. s. f. Nach n-maliger 
Wiederholung sind bereits alla Werte von t in das Gebiet ein- 
bezogen, deren imaginärer Bestandteil > - — '■ — - ist; und n kann 
über alle Grenzen wachsen. Also folgt: 

I. Durch wiederholte Spiegelung kann die Funktion Xir) über die 
ganze positive Halhebene hin analytisch fortgesetzt werden. 

Darüber hinaus aber ist die analytische Fortsetzung nicht mehr 
möglich. Denn je mehr wir ujis der Axe der reellen Zahlen nähern, 
desto kleiner werden die Dreiecke; und zwar sinkt jede ihrer Aus- 
dehnungen unter jede Grenze. Da aber die Funktfon in jedem 
Paare benachbarter Dreiecke jeden Wert annimmt, so folgt, daß sie 
in jeder Nähe jedes Punktes der Axe der reellen Zahlen jeden Wert 
noch unendhch oft annimmt Jeder solche Punkt ist also ein 
wesentlich singulärer (I, § 68) und es gilt der Satz: 

II. Die Axe der reellen Zahlen ist für die Funktion A(t) eine 
natürliche Grenze. 
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In der That ist man auf die Existenz Yon Funktionen mit 
natiirliclier Grenze durch dieses Beispiel zuerst auftnerksam geworden. 

Einen analytischen Ausdruck Ton X{t) erhält man, wenn man 
die Gleichungen (15) his (17) von § 56 mit der Definition von X 
(§ 63, 7) verbindet. Man findet so: 

**) *W = -#|(rNi-' '-'<'>- »7(<rM' 

Wie die am Schlüsse von Band I untersuchten Funktionen ist 
die Funktion A(t) eine automorphe Funktion. Setzt man eine gerade 
Anzahl der Spiegelungen (t) bis (3) in beliebiger Reihenfolge und 
"Wiederholung zusammen, so erhält man eine lineare Substitution, 
die die Funktion X(t) in sich transformiert. Insbesondere erhält 
man so (vgl. § 68, III): 
5) ^^ ^ß-.T' = T + 2, 



ill. Aus diesen drei linearen Substitutionen (zwischen denen noch 
die Relation 
8) SYT=\ 

besteht) lassen sieh alle linearen Substitutionen zusammensetzen, die die 
Funktion X (t) in sich überführen; denn da j4^ = B^ ^ F^ — \ ist, 
läßt sich jedes Produkt aus einer geraden Anzahl von Spiegelungen 
(1) bis (3) in ein Produkt aus ^, Y, T überführen. 

Andererseits erkennt man, wenn man X{t) durch die k^ aas- 
drückt und die Gleichungen von § 72 berücksichtigt: 

IV. X (t) bleibt bei allen denjenigen linearen IPeriodentra7tsfo7~mationen 
ungeändert, die modulo 2 zur Identität kongruent sind. 

Aus diesem Satz und aus II folgt als Analogen zu Satz IV 
von § 68: 

V. Jede modulo 2 zur Identität kongruente lineare Periodentrans- 
formation läßt sich aus 2, Y, T zusammensetzen. 

Andererseits zeigen die Zusammensetzungsformeln (I, § 14, 11), 
daß zwei modulo 2 zur Identität kongruente Substitutionen sich 
stets zu einer Substitution derselben Art zusammensetzen; mit 
andern Worten: 

VI. Die modulo 2 zur Identität kongruenten linearen Transfor- 
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matiorwn baden für sich eine Gruppe, iHe in der Gruppe aller linearen 
ganzzahligen Transformationen als Untergruppe enthalten ist. 

Noü sind die drei Transformationen 2, Y, T modulo 2 zur 
Identität kongruent; also lassen sich aus ihnen nur solche Trans- 
formationen zusammensetzen, die modulo 2 zur Identität kongruent 
sind. Damit ergieht sich aus III die folgende Umkehrung von IV : 

VII. X{t) bleibt nur bei denjenigen linearen Periodentransformationen 
ungeändert, die modulo 2 zur Identität kongruent sind. 



§ 95. Rationale Funktionen von A als Funktionen von t. 

Nachdem wir im vorigen Paragraphen X als eindentige auto- 
morphe Funktion von r erkannt hahen, können wir auf Grund 
von I, § 33, VII (vgl auch I, § 70) schließen, daß jede rationale 
Funktion von X ebenfalls eine eindeutige automorphe Funktion von t 
mit folgenden Eigenschaften ist: 

1. Sie bleibt ungeändert bei jeder modulo 2 zur Identität kon- 
gruenten Modulsuhstitution. 

2. Sie ist im Innern und auf dem Kande des Fnndamental- 
bereichs überall bis auf Pole regulär, abgesehen von den Ecken. 

3. Wenn r sich, ohne den B"undamentalbereich zu verlassen, 
einer seiner Ecken unbegrenzt nähert, konvergiert sie entweder gegen 
einen Grenzwert oder sie wird bestimmt unendlich in dem I, § 48 
definierten Sinne. 

4. Sie nimmt jeden Wert im Fnndamentalbereich von A(t) 
ebenso oft an wie jeden andern (sofern man die Aussage: eine 
runktion nimmt einen bestimmten Wert in einer Ecke des Bereichs 
^-mal an, in geeigneter Weise versteht). 

Von diesem Satze gilt nun folgende Umkehrung: 

Jede eindeutige analytische Punktion von t, die die Eigenschaften 
(i) bis (3) hat, ist eine rationale Funktion von t und hat folglich auch 
die Eigenschaft (4). 

Man kann solche Funktionen, in Analogie mit der in § 4 a. E, 
definierten Bezeichnung, kurz: Funktionen des Jßundamentalbereichs 
oon /i(t) nennen. 

Zum Beweis betrachte man die Abbildung des Fundamental- 
bereichs auf die J.-Ebene; diese erscheint dabei längs zweier der 
drei Strecken {co ... 0), (0 ... 1), (1 ... gc) aufgeschnitten, während 
längs der dritten die positive und die negative Halbebene zusammen- 
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hängen. Eine Funktion von r, die die Eigenschaft (2) hat, geht 
dahei ilher in eine Funktion von X, die wegen § 93, 1 in der ganzen 
aufgeschnittenen Ebene, mit Ausnahme der Punkte 0, 1, co his auf 
Pole regnlär ist. Hat sie als Funirtion von t auch die Eigenschaft 
(1), so hat sie als Funktion von X in einander gegenüberhegenden 
Punkten auf beiden Seiten der Schnitte je denselben Wert; die 
Schnitte können also getilgt werden und sie zeigt sich als eindeutige 
Funktion von /. (vgl. I, § 67, 1). Hat sie endlich als Funktion von 
T auch die Eigenschaft (3), so folgt aus I, § 48, daß sie als Funlrtion 
von X auch in jedem der Punkte 0, 1, co entweder regulär ist oder 
einen Pol hat. Dann ist sie aber nach I, § 44, VI eine rationale 
Funlction von it; w. z, b. w. 



§ 96. Die Invariante <T ais Funktion von X. 

Unter den im vorigen Paragraphen untersuchten rationalen 
Funktionen von X sind auch solche, die, als Funktionen von x be- 
trachtet, nicht nur bei jeder modulo 2 zur Identität kongruenten, 
sondern überhaupt bei jeder Modulsubatitution ungeändert bleiben. 
Über die Natur solcher Funktionen gieht schon § 78 einigermaßen 
Auskunft: da wir durch Monodromie der Veraweigungspunkte jede 
Modulsobstitution erzielen können, so muß umgekehrt jede Funktion 
der eben genannten Art, als Funktion der Verzweigungspunkte be- 
trachtet, bei jeder Vertauschung deiselben ungeändert bleiben, also 
eine symmetrische tMnktion von ihnen sein. Näheres lehrt die fol- 
gende Untersuchung: 

Die Substitutionen S und ?" fuhren: 



nach §§ 69 und 70 bezw. über iu: 

eine Funktion von r, die bei S und T ungeändert bleibt, muß also 
als Funktion von *l ungeändert bleiben, wenn man X durch einen 
dieser Werte ersetzt. Sie ist also als Funktion von X eine auto- 
morphe Funktion, die die beiden linearen Transformationen in sich: 

1) X = -j-4^ und X' =\- X 

und folglich nach I, § 18, V auch jede aus ihnen durch Zusammen- 
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setzimg entstehende lineare Transformation zuläßt; also die Trans- 
formationen (Tgl. § 69); 

Wir haben aber schon in I, §§ 15 und 22 gesehen, daß diese 
sechs linearen Transformationen (die Identität mitgerechnet) eine 
Gruppe bilden; jede Funktion der genannten Art muß also als 
Punktion von K eine InTariante dieser Gruppe sein. Aber auch 
umgekehrt: jede eindeutige Funktion von X, die sich dieser Gruppe 
gegenüber invariant verhält, bleibt als Funktion von r bei S und T 
und folglich nach § 68 überhaupt bei jeder Modulsubstitution 
invariant 

Eine solche Funkfcion haben wir bereits in I, § 22 kon- 
struiert, nämlich: 



In der Theorie der elliptischen Funktionen benutzt man an 
ihrer Stelle gewöhnlich lieber die Funktion: 

die nach der dort angegebenen Methode aus 

entsteht Beide Funktionen lassen sich, als symmetrische Funktionen 
der fl, rational durch g^ und g^ ausdrücken; man erhält; 

f;\ ,» - ^^^ ga' r - '^^ 



6) G=-^{g,^^21g,^) 

die durch § 32, Gleichung (19) definierte Dislo:iminante der Grund- 
form f ist. 

§ 97. Fundamentalbereich von J als Funktion von r. 

Als rationale Funktion sechsten Grades von % nimmt J im 
Fundamentalbereich von X jeden Wert sechsmal an. Daran knüpft 
sich die Frage, ob ea nicht möglich ist, einen Fundamentalbereich 
von X in sechs Teilbereiche so zu zerlegen, daß jeder derselben 
ein Fundamentalbereich von / ist. 
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Man kann diese Frage direkt angreifen, indem man yersacht, 
einen Bereich zu konstruieren von der Besciiaffenheit, daß zu jedem 
Punkt der positiven Halbebene ein und nur ein „äquivalenter" Punkt 
in ibm vorkommt; wenn man nämlich als äq^uivalent zwei Punkte 
bezeichnet, deren jeder durch eine Modulsubstitution aus dem andern 
hervorgeht. Dann ist die Frage bereits durch die Entwicklungen 
von § 79 erledigt, die nur in ariderer Äuadruckaweise das folgende 
Eesultat geben: 

I, Zu jedem I'unkt der positiven Halbebene existiert ein äquivalenter 
in dem Dreieck, das vom Einheitskreis und den beiden im Abstand 
± \ zur Äxe der rein imaginären Zahlen gezogenen Parallelen be- 
grenzt ist. 

Es bliebe dann nur zu zeigen, daß dieses Dreieck nicht zwei 
zu einander äquivalente Punkte enthalten kann (mit andern Worten, 
daß die in § 79 gelehrte Reduktion nur auf eine Art möglich ist), 
was ebenfalls mit einfachen Hilfsmitteln geschehen kann. 

Ist das gezeigt, so kann man folgendermaßen weiter schließen: 
Zu jedem endlichen Wert von J gehören drei bis auf die Reihen- 
folge und einen gemeinsamen Faktor bestimmte Werte von e„ e^, e^, 
also ein bestimmtes System untereinander äquivalenter Werte des 
Periodenverhältnisees, unter denen einer dem genannten Dreieck 
angehört. Also nimmt / jeden endlichen Wert in einem und nur 
in einem im endlichen gelegenen Punkte des genannten Dreiecks an. 

Wir können aber auch an die Entwicklungen von I, § 22 an- 
knüpfen. Wir haben dort bereits die A-Ebene in sechs Bereiche von 
der Art eingeteilt, daß w, also auch / in jedem dieser Bereiche 
jeden Wert einmal und nur einmal annimmt, und jeden dieser Be- 
reiche wieder in zwei Teilbereiche, deren einer der positiven, der 
andere der negativen w-Haibebene entspricht; es handelt sich also 
nur noch darum, diese Einteilung in das in § 93 entworfene Bild 
der A-Ebene zu übertragen. Dazu müssen wir nur die Linien der 
T-Ebene bestimmen, die den Grenzlinien jener Bereiche entsprechen. 
Dazu verhelfen uns die Untersuchungen von § 88; sie zeigen; wenn 
2(ö^ und 2rog konjugiert complex sind, r also eine Größe vom ab- 
soluten Betrage 1 ist, werden e, und e^ konjugiert complex, 
e„ reell, also: 



' e, - Sa ^ ' 2 ^e, - e,) 

eine Größe, deren reeller Bestandteil = \ ist. Auch wissen wir 
bereits aus § 89, daß für t = i 1 = ^ und aus § 90, daß fär 
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i = — |- + -^l/3 i = ^ — yV^ wird. Lassen wir also X die Strecke 
von \ bis 2- — -lys stetig durchlaufen, so durchläuft t stetig einen 
Bogen des Einheitskreises , der von den genannten beiden Punkten 
begrenzt ist. Dabei kann es nicht umkehren, da nach § 93, I fUr 
alle von 0, 1, co verschiedenen Werte von l l eine reguläre Funktion 
von r ist; und es kann auch nicht den Einheitskreis vollständig 
durchlaufen, da es doch noch in der positiven Halbebene bleibt. 
Also durchläuft r dabei den in der positiven Halbebene gelegenen, 
von den beiden genannten Punkten begrenzten Bogen des Einbeits- 
kreises einfach ohne umzukehren. 

Damit ist für eine der Linien, durch die die Einteilung der 
J.-Ebene bewirkt wird, das Bild in der t-Ebene gefunden; die Bilder 
der übrigen sind teils aus § 93 bekannt, teils ergeben sie sich aus 
der eben bestimmten, durch wiederholte Anwendung des Spiegelunge- 
prinzips und der zusammengehörigen Substitutionen {vgl. 68, 3 und 
§ 9Ö: 2): 



3) 



m-.x^- 



So erhält man folgende Figur und u. 

I. Wenn % den Umfang des in der Mgur 
schraffierten Dreiecks durchläuft, durckläufi 
J gerade einmal, ohne umzukehren, die Axe 
der reellen Zahlen. 

IL Dieses Dreieak zusammen mit dem 
durch Spiegelungen an einer seiner Seiten aus 
ihm entstehenden bilden einen Fundamental- 
iereich der Funktion J{r). 

Diese Spiegelungen führen t bezw. 




Fig. 4 



4) ^T, -T + 1, -T-i. 

Durch jede dieser Spiegelangen entsteht aus dem Dreieck ein 
neues, das als ein durch die Funktion t von J vermitteltes Bild 
der negativen Halbebene anzusehen ist u. s. w. G-anz wie in § 94 
kann bewiesen werden, daß die durch fortgesetzte Spiegelung ent- 
stehenden Bilder achheßlich die ganze positive Halbebene über- 
decken, daß also /(r) eine in dieser Halbebene definierte eindeutige 
Funktion von t ist; es geht das übrigens auch daraus hervor, daß 
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J eine eindeutige Funktion von "k und X eine solche von x ist. 
In jedem Dreieck der Figur nimmt J entweder jeden Wert mit 
positiver oder jeden mit negativer zweiter Koordinate gerade einmal 
an. Wenn also die Gleichung besteht: 

5) /(ij - /(»,), 

müssen die Punkte Tj und x^ in Dreiecken deraelben Art an ent- 
sprechenden Stellen liegen. Dreiecke derselben Art gehen aber 
durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen auseinander hervor. Je 
zwei der Spiegelungen (4) geben, nacheinander angewendet, eine 
der linearen Substitutionen, die x bezw. in; 

überführen. Das sind aber gerade die in § 68 bezw. mit 5, T, TJ 
bezeichneten Substitutionen. Aus ihnen entstehen durch Zueammen- 
Betaung, wie wir dort gesehen haben, die sämtlichen Modulsubstitu- 
tionen und nur sie. Also folgt: 

Eine Gleichung der Form (5) besteht stets dann, und nur dann, 
wenn r^ mit t^ durch eine Modulsubstilution xusammenJtängt. 

Damit ist der Satz von § 78 auf ganz anderem Wege wieder- 
gewonnen. 

An diese Sätze lassen sich nun für die Funktion /(r) ganz 
analoge Folgerungen knüpfen, wie in dem § 95 an die entsprechen- 
den Sätze von §§ 93 und 94 über die Funktion X {r\ Wir brauchen 
sie nicht alle noch einmal explicite auszusprechen; nur auf einen 
Punkt sei aufinerksam gemacht: Die Funktion J{r) und ihre ratio- 
nalen Funktionen sind auch in. den itmerhalb der positiven Halb- 
ebene gelegenen Ecken der Fundamentalbereiche bis auf Pole regulär; 
nur die auf der Axe der reellen Zahlen liegenden Ecken (einschl. co) 
sind, wesentlich singulare Punkte fiir diese Funktionen. 

§ 98. Beziehungen zwischen den zu J{x) und X{x) gehörigen 
Gruppen. 

Wir müssen nun die Beziehung zwischen den Funktionen /(r) 
und X{x) noch näher untersuchen. Jede ganzzahlige lineare Sub- 
stitution (Modulsubstitution) führt /(r) in sich über, aber nach § 94 
nicht immer auch X (t). In der That wissen wir bereits aus I, § 22, 
daß zu jedem Werte von / sechs Werte von X gehören; wir wissen 
femer aus § 69, daß wir durch lineare Periodentransformation jede 
mögliche Vertauschung der drei Größen e, also auch jeden Wert 
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von X erhalten bÖBnen. Man hat, um die hier herrschenden Be- 
ziehungen übersichtlich ausdrücken zu können, die Aus drucks weise 
eingeführt: 

I. Zwei lineare Periodentransformationen mit den Koeffizienten 
(c, ß, /, §) bezw. (a'j ß' , /', ^'1 heißen nach dem Zahlenmodul n 
honffment, wenn: 

1) ß' ^ ß, ß' = ß, / = r, d' = cl' (mod, n) 
ist 

Man erkennt dann zunächst: 

Sind S und S-^ modulo n zu einander kongruent, so kann ge- 
setzt werden: 

2) Äj=^5, 

wo ^(= Sj S-^) eine modulo n zur Identität kongruente Substitution 
bedeutet. Da für « = 2 keiner der Werte von k durch ^ geändert 
wird, so folgt: 

n. Zwei nach dem Modul 2 kongruente lineare Periodentransfor- 
mationen haben auf k denselben Binfiuß. 

Wir fassen nun alle nach dem Modul 2 kongruenten linearen 
Periodentransformationen zu einer Klasse solcher Transformationen 
zusammen und fragen zunächst, wieviele verecbiedene solche Klassen 
es giebt. Dabei haben wir zu beachten, daß die Transfoi-mations- 
koeffizienten an die Bedingung cc§ ■- ßy ^ 1 gebunden sind. Aus 
ihr folgt: wenn cc gerade ist, müssen ß und y notwendig ungerade 
sein, S aber kann gerade oder ungerade sein — das giebt zwei 
Klassen. Ist a ungerade und ä gerade, so müssen ß und y ^^' 
gerade sein — eine Klasse, Sind cc und S beide ungerade, so 
dürfen ß und y nur nicht beide ungerade sein — drei Klassen. 
Da man sich leicht durch Bildung von Beispielen (s. unten) davon 
überzeugen kann, daß zu jeder dieser Klassen wirklich lineare 
Periodentransformationen gehören, so kann man sagen: 

III. Sie Modulgruppe kann zerlegt werden in sechs Klassen^ von 
je untereinander modulo 2 kongruenten ü^-ansformationen. 

Es ist vielfach zweckmäßig, von jeder solchen Klasse einen be- 
stimmten Repräsentanten anzugeben; wie schon in §§ 69 und 96 
mögen wir als Eepräsentanten etwa wählen: 

r^ ^1, Tj = s, 7^ = 2; Y^= u, v^ = u^, r^ = vs. 

' Man beachte, daß von dieBen Klassen nur eine eine Gruppe ist; nämlieh 
diejenige, die aus den zur Identität koBginaenten Transformationen besteht 
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Man kann dann jede ModulsuTistitution V auf eine und nur auf 
eine Weise auf die Form bringen: 

3) V-'^i.Jo 

in der V^ eine der sechs genannten Substitutionen, v^. = VFf~^ eine 
nach dem Modul 2 zur Identität kongruente Substitution bedeutet 
Man kann dasselbe auch durch die Kongrueni^: 

4) y^Vi (med. 2) 

ausdrücken und sich mit Hilfe der Zusammensetzungsformeln (I, 
§ 14, 11) davon überzeugen, daß aus V^W und V = W folgt, 
daß auch W ^ WW ist Infolgedessen kann man von der „Zu- 
sammensetzung der Klassen" reden: sind Cp C^, C^ Bezeichnungen für 
drei Klassen, V^, F^ allgemein Zeichen für Transformationen der 
ersten, bezw, der zweiten dieser Klassen, so drüclct die Gleichung: 

5) C, C, = C; 

aus, daß die Klasse C^ aus den sämtlichen Produkten F^ V^^ besteht. 
Diese Zusammensetzungen der Klassen bilden eine Gruppe, die ab- 
stralit genommen mit der Gruppe der sechs linearen Transformationen 
identisch ist, die die sechs Werte von X ineinander überführen (I, § 22). 

§ 99. Untergruppen der Modulgruppe von endlichem Index. 

Es sei jf eine Untergruppe der Modulgruppe F von unendhch 
hoher Ordnung, d. h, eine Gruppe, die aus unendhch vielen, aber 
nicht allen Modulsubstitutionen besteht. Ihre Substitutionen seien 
in irgend einer Reihenfolge mit: 

1) 1. ■>,. »,> ", 

bezeichnet. Ist dann F^ eine Substitution von F, die nicht zu F' 
gehört, so sind die Substitutionen: 

2) Fj, Tjjjj, F^v^, F^v^ 

alle voneinander und von den Substitutionen (1) verschieden. Denn 
wäre ?^ Uj =: F, «j, so würde folgen iv = w^; und wäre ^ v^ = v^, so 
würde folgen y^=v^v^'^. Da aber n. V. die Substitutionen (1) 
eine Gruppe bilden, ist v^v.-^ unter ihnen enthalten; also wäre 
Fj unter ihnen enthalten, gegen die Voraussetzung. 

Sind außer den Substitutionen (1) und (2) noch andere in F' 
enthalten, so sei F^ eine von diesen. Dann folgt ganz ebenso, daß 
die Substitutionen: 

3) F^, F^v^, F^v.^,... F^v.... 
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alle Toneinander und von den Snbstitationen (1) verschieden sind. 
Sie sind aber auch alle von den Substitutionen (2) verscliieden. 
Denn wäre etwa /^ «^ = ^ 'o^, so würde folgen: ^ = ^i %'>-U~^\ '^''^^ 
da \v^~'^- zu (1) gehört, würde V^ zu (2) gehöreu, gegen die Vor- 



Sind die Substitutionen von r damit noch nicht erschöpft, so 
kann man eine vierte Zeile ansetzen: 

und von dieser ebenso zeigen, daß alle ihre Substitutionen von- 
einander und von den Substitutionen der Torhergebenden Zeilen 
verschieden sind. 

Hätten wir hei Aufstellung der Zeilen z. B. an Stelle von F^ 
irgend eine andere Substitution /^.w^ benutzt, so würde an Stelle der 
Zeile (2) die folgende getreten sein: 

2a) F.v^, V.v^v^, r,v^v„ F^%v^... 

Aber da die Substitutionen (1) n. V, eine Grruppe bilden, so sind 
die Substitutionen: 

nur durch die Reihenfolge von ihnen verschieden. Also gilt das- 
selbe von (2 a) und der 1^"°^ Zede des zuerst erhaltenpu Schemas, 
und es besteht der Satz: 

I. Die durch eine Untergruppe 7" gelieferte Einteilung der Sub- 
stitutionen von r in Zeilen ist bis auf die Reihenfolge der Zeilen und 
die Reihenfolge der Substitutionen innerhalb der einzelnen Zeile durch 
T" allein vollständig bestimmt und nicht abhängig von der Auswahl 
der Substitutionen Fj, V^ . . . ., die wir zur Bildung der Zeilen be- 
nutzt haben. 

Ein solches System von Substitutionen 1, V^, F^ . . ., deren 
jede aus je einer Zeile dieser Einteilung im übrigen ganz will- 
kürlich herausgegriffen ist, nennen wir ein zu F' innerhalb F ge- 
hörendes System von Repräsentanten, 

Es kann vorkommen, daß immer noch Substitutionen übrig 
bleiben, wieweit man auch in der Bildung der Zeilen gehen mag; 
es kann aber auch vorkommen, daß nach Bildung der /a*«" Zeile 
sämtliche Substitutionen der Gruppe erschöpft sind. Wir wollen 
uns hier nur mit dem letzteren FaUe weiter beschäftigen. Man 
pflegt zu delinieren: 

II. Besteht das aufgestellte Schema aus /i Zeilen, so heißt die 
Untergruppe T" innerhalb F vom Indes /t. 
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§ 100. Fundamentalbereich einer Untergruppe der Modulgruppe. 

Den abstrakten Überlegungen des vorigen Paragraphen stellen 
wir nun auch entsprechende geometrische Darstellungen zur Seit«. 
Um sie bequem formulieren zu können, definiert man zunächst: 

I. Geht ein Punkt r durch eine Substitution von T" in einen 
andern t' über, so heißen %' und x „äquivalent in Bezug auf T" oder, 
wo kein Mißverständnis möglich ist, einfach: „relativ äquivalente^. 

In demselben Sinne spricht man auch von zwei in Bezug auf 
/" äquivalenten Dreiecken, bezw. Doppeldreiecken der Modulteilung. 

Wir wählen nun irgend ein Doppeldreieck der Modulteilung als 
Ausgangsbereich 1 und bezeichnen jedes andere mit dem Zeichen 
derjenigen Substitution, durch die es aus dem ersten hervorgeht. An 
das Doppeldreieck 1 stoßen drei weitere Doppeldreiecke an; diese 
sind jedenfalls nicht alle drei zu 1 in Beaug auf F' äquivalent. 
Denn sonst würde F" die Substitutionen S und T enthalten und 
folglich nach % 68 mit F identisch sein. Sei F^ eines von ihnen, 
das zu 1 nicht relativ äquivalent ist; wir fügen es zu 1 hinzu. 
Das von 1 und V^ gebildete Polygon ist von einem Kranze weiterer 
Doppeldreiecke umgeben ; sind unter diesen noch eines oder mehrere 
vorhanden, die weder mit 1, noch mit V^ relativ äquivalent sind, so 
bezeichnen wir eines von ihnen mit V^ und fügen es dem von 1 
und V^ gebildeten Polygon hinzu. So fahren wir fort, indem wir, 
solange es möglich ist, dem gerade erreichten Polygon aus dem es 
umgebenden Kranze von Doppeldreiecken jedesmal ein solches wei- 
teres anhängen, das mit keinem der bereits in das Polygon auf- 
genommenen Doppeldreiecke relativ äquivalent ist,| 

Wir setzen nun insbesondere voraus, die Untergruppe F' sei 
von endlichem Index p,. Dann muß der eben geschilderte Prozeß 
nach einer endlichen Anzahl /i^-^/i von Schritten zum Abschluß 
kommen; denn es giebt dann nicht mehr als /* inäquivalente Klassen 
untereinander relativ äquivalenter Doppeldreiecke. Man habe also 
ein aus /t^ Doppeldreieckeu bestehendes Polygon von der Beschaffen- 
heit erhalten, daß jedes an dieses Polygon anstoßende Doppeldreieck 
D^ mit einem Doppeldreieck i^^ des Polygons relativ äquivalent ist. 
Dann muß D^ am Rande des Polygons anliegen. Denn eines der 
zu J)^ benachbarten Doppeldreiecke .0/ gehört dem Polygon an und 
ist mit einem zu Dj benachbarten Doppeldreiecke 2)^ relativ äqui- 
valent. Dieses letztere kann dem Polygon nicht angehören, weil 
ihm 5/ angehört; also liegt J>^ zu einem dem Polygon nicht an- 
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gehörenden Doppeldreieck, nämlich-ö^ benachlDart mit indem Woiten, 
es liegt am Rande des Polygons Dibei ist die gemeinsame "^eite 
von J}^ und B^ relativ äquivalent zu der gememsimon Seite von 
ß. und ÜJ^, d. h. die Sandkurven unserem Polyqoni sind einander 
paarweise relativ äquivalent. Wie in fiuheien 1 dien rPohnen wii 
von zwei solchen Randkurven immer nur die eine mit zu dem 
Polygon. 

n. Treffen wir diese Festsetzung, so sind in dem Polygon keine 
zwei zu einander relativ äquivalente Punkte enthalten. 

Denn zwei solche Punkte würden einander auch in Bezug auf 
r äquivalent sein, also an homologen Steilen zweier Doppeldreiecke 
liegen. Dann würde die Modul Substitution, die einen dieser Punkte 
in den andern überführt, gleichzeitig das eine dieser Doppeldreiecke 
ganz in das andere überführen und folglich der Untergruppe F" an- 
gehören, gegen die Voraussetzung. 

Es gilt aber auch umgekehrt der Satz: 

III. Bas Polygon enthält zu jedem Punkte r der positiven Halb- 
ebene einen relativ äquivalenten. 

Zum Beweis verbinden wir, was stets möghch ist, den Punkt t 
mit irgend einem Punkt t^ des Polygons durch einen Weg, der nur 
eine endliche Anzahl von Doppeldreiecken der Modulteilung durch- 
setzt. Durchlaufen wir diesen Weg von t„ aus, so gelangen wir bei 
"Überschreitung des Polygonrandes in ein Doppeldreieck J)^, das 
n. Konstr. mit einem Doppeldroieck J)^ des Polygons relativ äqui- 
valent ist, Wir können also zu dem nun folgenden Teil unseres 
Weges einen relativ äquivalenten Weg ausfindig machen, dessen 
Anfang innerhalb I)^ verläuft. Indem wir ihn verfolgen, gelangen 
wir entweder zu einem innerhalb des Polygons gelegenen, mit r 
relativ äquivalenten Punkt, oder wieder an den Kand des Polygons 
und über ihn hinüber in ein Doppeldreieck B^. Auch dieses ist 
mit einem Doppetdreieck B^ des Polygons relativ äquivalent; wir 
können wieder zu dem nun folgenden Teil des Weges einen relativ 
äquivalenten Weg angeben, der zunächst innerhalb B^ verläuft n. s. w. 
Schließlich müssen wir nach einer endlichen Anzahl von Schritten 
zu einem innerhalb des Polygons gelegenen, mit t relativ äquivalenten 
Punkt kommen. Denn da der ursprüngliche Weg von r,, nach r 
nur eine endliche Anzahl Doppeldreiecke durchsetzte, muß dasselbe 
mit jedem zu ihm relativ äquivalenten Weg der Fall sein. 

Damit ist Satz III bewiesen; insbesondere folgt, da£ die oben 
mit ;«(, bezeichnete Zahl der Doppeldreiecke des Polygons nicht 
< /i, sondern = ^ ist. 
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Seiner Entstehung , ans der Modolteiluiig zufolge überdeckt das 
Polygon keinen Teil der Ebene mehrfach. Man kann es auch stets 
als einfach zusammenhängend ansehen; denn wenn auch ja etwa ein 
neu hinzukommendes Doppeldreieck mit zweien seiner Ränder an 
das Yorher schon gebildete Polygon anstoßen sollte, so brauchte man 
es doch nur längs einer dieser Seiten mit jenem zu vereinigen, 
während man längs der andern keinen Zusammenhang anzu- 
nehmen hätte. 

Man nennt ein nach den Vorschriften dieses Paragraphen kon- 
struiertes Polygon einen FundamentaWereich der Untergruppe F'. 
Unter erlaubter Ahändenmg desselben versteht man die Ersetzung 
eines oder mehrerer seiner Doppeldreiecke durch relativ ä 



§ 101. Modulfunktionen. 

Zur Erläuterung der atigemeinen Theorien der beiden vorher- 
gehenden Paragraphen stehen uns bereits zwei durchgeführte Bei- 
spiele zu Gebote: nämlich einmal die Modulgruppe F seihst, dann 
diejenige Untergruppe vom Indes 6, die aus allen modulo 2 zur 
Identität kongruenten Modulsubstitutionen besteht. In jedem dieser 
beiden Fälle hatten wir zu der Untergruppe, gehörende Modulfunk- 
Uonen kennen gelernt, nämlich Funktionen, die bei allen Substitutionen 
der Gruppe unverändert bleiben, die ferner im Innern und am Eande 
des Eundamentalbereichs der Gruppe, ausgenommen seine Ecken 
vom Winkel 0, bis auf Pole regulär sind, die endlich einem be- 
stimmten Grenzwert sich nähern oder in dem I, § 48 definierten 
Sinne bestimmt unendlich werden, wenn r sich im Eundamental- 
bereich einer solchen Ecke unbegrenzt nähert. Wir hatten in beiden 
Fällen gesehen, daß sich alle solchen Funktionen durch eine unter 
ihnen (im einen Fall J, im andern Fall ),) rational ausdrücken lassen 
und daß also zwischen irgend zweien unter ihnen eine algebraische 
Gleichung mit von t unabhängigen Koeffizienten besteht. Eine solche 
Funktion eines Bereiches, durch die sich jede andere Funktion des 
Bereiches rational ausdrücken läßt, nennt mau eine Hauptfunktion 
des Bereiches; man erkennt, daß jede lineare Funktion einer 
Hauptfunktion wieder eine Hauptfunktion desselben Bereiches ist 
{daß man also nicht etwa von der Hauptfunktion eines Bereiches 
sprechen kann). Für eine solche Hauptfunktion ist der „Funda- 
mentalbereich der Untergruppe" zugleich „Fundamentalbereich der 
Fnoktion" in dem I, § 17, VI definierten Sinne, Man beachte aber, 
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daß nicht zu jeder Untergruppe Hauptfunktionen gehören (ebenso- 
wenig wie zum Periodenparallelogramni, vgl. § 14, VI). 

Jede Funktion des Bereiches irgend einer Untergruppe der Modul- 
gruppe bezeichnen wir als Modulfunktion^ im allgemeinsten Sinne; eine 
Hauptfunhtion eines solchen Bereiches speziell als einen Haupimodul. 

Betrachten wir nunmehr gleichzeitig zwei Untergruppen I" und 
r" von r, von denen die letztere in der ersteren enthalten sei. 
"Wir beschränken uns auf den Fall, daß zu F" Hauptfunktionen 
gehören; sei z eine derselben. Jede Funktion w tou F' ist dann 
zugleich eine Funktion von F", also eine rationale Funktion von z. 
Somit ist umgekehrt Z eine algebraische Funktion von w, d, h. ffurzel 
einer algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von w' sind; das Gleiche gilt von jeder rationalen Funktion von z. 

Wir werden diesen Satz besonders auf den Fall anzuwenden 
haben, daß die hier mit J" bezeichnete Gruppe die Modulgruppe F 
selbst ist, Er sagt dann aus, daß jeder Hauptmodul und folglich 
jede Modulfunktion, die zu einer Untergruppe mit Rauptmodul gehört, 
eine algebraische Funktion von J ist. 

(Wollten wir weitergehende Sätze der Theorie der algebraischen 
Funktionen als bekannt voraussetzen, so könnten wir zeigen, daß 
die VoraussetzuQg der Existenz eines zur Untergruppe gehörenden 
Hauptmoduls nicht erforderlich ist, daß vielmehr jede Modulfunktion 
algebraisch von / abhängt.) 



§ 102. Ausgezeichnete Untergruppen und zugehörige Faktorgruppen. 

In dem speziellen Falle von § 98 hatten wir eine „Zusammen- 
setzung der Klassen" kennen gelernt: wenn dort das Produkt 
Y^ V^ = F, war, so gehörte das Produkt jeder Substitution der i*^ 
Zeile mit jeder Substitution der k^^ Zeile der /"" Zeile an. Etwas 
Analoges findet keineswegs bei jeder der in § 99 besprochenen 
Untergruppen statt. Denn soU es zu jeder Kombination, der In- 
dices i, k, r, s einen Index f von der Beschaffenheit geben, daß: 

ist, so folgt; 

v^r^v^=r^v^ 

und daraus: 

2) F^ - 1 ü^ ?^ = Uj ö^ - 1 = einer Substitution v^ 

' In älteren Darstellungen wirf apeBiell die liier mit X (i) bezeichnete 
Funktion Modulfunktion genannt. 
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(da doch die Substitutionen v für sich eine Untergruppe büden sollen). 
Umgekehrt, wenn es au jedem ladexpaare k, s einen Index u Yon 
der Beschaffenheit giebt, daß die Gleichung (2) oder: 

2a) v^r^=rT,v^ 

besteht, so folgt daraas rückwärts: 

und daraus wieder Gleichung (1). Man definiert nun; 

I. Die Substitution Vj^'^^^y^ heißt die Transformierte vonv^ ver- 
möge V^; sie heißt auch: innerhalb F mit v^ gleichberechtigt. 

Dann gilt der Satz: 

U. Die Transformierten aller BubstituMonen einer Untergruppe F" 
von r vermöge einer Substitution von T bilden eine Gruppe, die mit 
T' injierhalb T gleichberechtigt heißt 

Denn aus v^v^ = v^ folgt: 

Deliniert man weiter: 

HI. üine Untergruppe von r, mit der jede zu ihr innerkalb F 
gleichberechtigte identisch ist, heißt innerhalb F ausgezeichnet — 
so lautet der zu Anfang bewiesene Satz: 

IV. Tjine Zusammensetzung der Klassen findet dann und nur dann 
statt, wenn F eine ausgezeichnete Untergruppe von F ist. 

Es sei nun z eine zur Untergruppe F" gehörende Modulfunktion. 
Ersetzt man t durch irgend einen der Werte /^(r), F^v^(t) . . . . , 
so erhält man aus 2 eine „mit z gleichberechtigte" Modulfunktion z^ 
Diese genügt derselben Gleichung: 
3) f{z, ^) _ 

wie e; denn die linke Seite ist als Funktion von t betrachtet iden- 
tisch Null, bleibt also Null bei der Substitution von Vi%{T) für r, 
durch die z in z^ übergeht, während / ungeändert bleibt (vgl. I, 
§ 66, IV). Wir können sagen: 

V. GleichherechUgte ModulfuTtktionen sind Wurzeln einer und der- 
selben algebraischen Gleichung mit in J rationalen Koeffizienten. 

Umgekehrt kann man auch immer eine solche Gleichung bilden, 
deren sämtliche Wurzeln untereinander gleichberechtigte Modul- 
funktionen sind. Denn die symmetrischen Punktionen der sämtbohen 
untereinander gleichberechtigten Modnlfunktionen sind nach § 97 a. E. 
rationale Funktionen Ton /. 
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Es findet abei nun em wesentlichei Ünteraohieii statt, je nach- 
dem wir es mit einer iuse;ezeichneten oder mit einer nicht aus- 
gezeichneten Untei^ruppe zu thun haben Die Funktion z. nämlich, 
die aus z durch die Substitution von ^^{t) fiir r hervorgeht: 

bleibt ungeändert, wenn man auf r eine der traüsformierten Sub- 
stitutionen ^-^"j^ anwendet; denn es ist: 

Gleichberechtigte Modulfunktionen gehören also zu gleichberechtigten 
Untergruppen. Ist insbesondere die Gruppe T" eine ausgezeichnete, so 
gehören alle mit z gleichberechtigten Modulfunktionen zu einer und 
derselben Gruppe, nämlich eben zu I". 

Eine Eolge davon ist, daß sie alle bei allen Substitutionen w^, 
«2 . . . ungeändert bleiben und hei allen Substitutionen FjV^, V^v^ . . . 
in derselben Weise untereinander vertauscht werden. Man kann 
also durch Ausübung von Modulsubstitutionen auf t nicht beliebige 
Vertäu Bchungen der Wurzeln der e-Gleichung erzielen, sondern nur 
ft bestimmte solche Vertauschungen. Diese bilden eine Gruppe, 
deren Gesetze sich aus den Gesetzen der Zusammensetzung der 
Klassen ergeben; sie heißt die zu T" in Bezug auf F gehörende 
FaUorgruppe G. Für diese Taktorgruppe ergiebt sich aus § 97 
am Ende der Satz: 

Jede rationale FitrAtion der Ifu) zeln z, die ungeändert bleibt, wenn 
man eine beliebige Vei tausthung der Gruppe G unter ihnen vornimmt, 
ist eine rationale Funktion von J 

(Auch wenn F' nicht ausgezeichnet ist, kann man eine Gruppe 
von Vertauschungen der Wurzeln konstruieren, die die letztgenannte 
Eigenschaft hat; aber die Anzahl dieser Vertauschungen ist dann 
größer als der Index p, von J".) 

§ 103. Hauptkongruenzuntergruppen der Modulgruppe. 

Eine der Untersuchung besonders leicht zugängliche Untergruppe 
wird von denjenigen linearen Periodcntransformationen: 

gebildet, die in Bezug auf irgend einen Zahlenmodul zur Identität, 
d. h. zu der Transformation: 
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koDgment sind (§ 98, 1); man überzeugt sich nimlich mit Hilfe der 
Zusammensetzangsformeln (I, §14, 11) daß diese Transformationen 
in der That eine Gruppe bilden. Man nennt sie die Hauptcongruenz- 
gruppe n*" Stufe; überhaupt nennt man eine Giuppe linearer Trans- 
formationen eine Kongruenzgruppe »*^' Stufe, wenn sie alle Trans- 
formationen enthält, die zu irgend einer ihiei Transformationen 
modulo n kongruent sind. 

Wir müssen zuerst den Indt,\. dei Hauptkongruenzgruppe 
w'^ Stufe innerhalb der Gruppe allei lineaien Periodentransfor- 
mationen bestimmen, woUen uns abei dibei auf den Fall beschränlien, 
daß n Primzahl ist. Wir beachten zunichst Veistehen wir unter F 
in § 99 die Hauptkongruenzgruppe n^' Stute so enthält jede Zeüe 
des dort aufgestellten Schemas gerade diejenigen Substitutionen, die 
mit der ersten Substitution der Zeile nach dem Modul n kongruent 
sind. Es handelt sich also um die Bestimmung „der Anzahl der 
modulo n verschiedenen Substitutionen"; mit andern Worten, der 
modulo n verschiedenen Zahlsysteme («, ß, y, d), die der Glei- 
chung (§ 67, 9): 

2) u,^-ßY-l 
genügen. 

Diese Gleichung kann jedenfalls nicht bestehen, wenn « und ß 
beide durch n teilbar süid, Suid aber k und ß nicht beide durch 
M teilbar, so kann man die Gleichung (2) als eine diophantische 
Gleichung für y und § ansehen und sie als solche nach elementaren 
Methoden auflösen; ist y^, 5^ irgend eine Lösung, so ist die all- 
gemeinste: 

3) y=y^ + ut, S^S.+ßt 

unter t irgend eine ganze Zahl verstanden. Sind t^ und t^ zwei 
Werte derselben, j-j, 6^ und y^, 3^ die zugehörigen Werte von y 
und §, so ist dann und nur dann gldLhzeitig /j ^j^ und S^ = S^ 
(mod, n), wenn i^i ^^ ^ (mod. m) ist; denn & imd ß sollten nicht beide 
durch n teilbar sein, und n war als Pnmzahl vmansgpsetzt Man 
hat also n^ — 1 Möglichkeiten, u und ß zu Tiahlen und dann noth 
für jede derselben n Möglichkeiten in der Wahl von t Im ganzen 
besitzt also die Gleichung (2) jt[n^ ~- \) modulo « veischiedene 
Lßsungssysteme ; mit andern Worten, es gilt dei Satz 

I. Wenn n Primzahl ist, beträgt der Inder der Ilauptlotn/riieiiz- 
gruppe n"^ Stufe innerhalb der Giuppe dei linearen Peiiodenti ans- 
formationen; 

i) „K-i). 
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Betrachten wir aber nicht die Gruppe der homogenen linearen 
Transformationen der Perioden, sondern die der gebrochenen linearen 
Substitutionen des Periodenverhältnisses, eo ist der Index im all- 
gemeiaen ein anderer. Denn die böiden linearen Periodentrans- 
formationen {a. ß, '/, S) und (— «, — ß, ~ •/, — S) aind als solche, 
wenn n ungerade ist, modulo n verschieden, geben aber dieselbe 
Modulsubstitution ; sonst geben verschiedene Periodeutransformationen 
auch verschiedene Modulsubstitntionen. Die Anzahl der modulo n 
verschiedenen Modulsubetitutionen ist also dann nur halb so groß 
als die der verschiedenen Periodentransformationen, mit andern 
Worten, es gilt der Satz: 

II. Wenn n eine ungerade Primzahl ist, beträgt der Index der 
Haupthongruemgruppe n'" Stufe innerhalb der Gruppe der Modul- 
substitntionen : 

5) •'"'^. 

Ist aber n = 2, so sind die beiden Periodentraneformationen 
{a, ß, Y, cf) und (— a, — ß, — y, — S) modulo n kongruent; dann 
ist also in der Zahl n[n^ — 1) von je zwei solchen schon nur die 
eine mitgerechnet und es tritt beim Übergang zu den Modulsubsti- 
tntionen keine weitere Reduktion ein; die Anzahl der modulo 2 
verschiedenen Modulsnbstitutionen ist 6, wie wir bereits in § 98, III 
gesehen haben. 

Für beliebige (nicht nur für primzahlige) Werte von n gilt 
übrigens der Satz: 

III. Die Hauptkongruenzgruppe w"'' Stufe JT^ ist in der Gesamt^ 
gruppe der linearen Periodentransformationen, bezw. der Modulsubsti- 
tutionen eine ausgezeichnete Untergruppe. 

Ist nämlich A eine ihrer Operationen, V irgend eine andere 
lineare Periodentransformation, bezw. Modulsuhstifcution , so ist, wie 
aus den Zuaammensetzungsformeln (I, § 14, 11) folgt, AV-n F 
(mod. n) und ebenso V A^ V\ also ist auch 
6} V-'^AV^Ä=A 

und diese Substitution gehört also ebenfalls zu J"^, w. z. b. w. 

Infolgedessen gelten für sie die Sätze von § 102; und man 
kann darauf eine einfache Darstellung der zugehörigen Faktorgruppe 
gründen. Diese Darstellung erscheint jedoch in konkreterer Be- 
deutung, wenn man sie an die Untersuchung der gegenüber der 
Hauptkongruenzuntergruppe invarianten Funktionen anknüpft, was 
iden Paragraphen geschehen soll. 
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Übrigens kann naan den Begriff der Haiiptkongraenznntergruppe 
auch auf die Gruppe derjenigen linearen Transformationen in den 
drei Variabein u, a>^, Wg übertragen, bei denen pu und p'tt un- 
t bleiben, nämlich: 



Eine solche Transformation heißt „modulo n zur Identität kon- 
gruent", wenn 7;^, A3, « — 1, ß, y, § — \ alle dnrch n teilbar sind. 
Auch hier büden die modido n zur Identität kongruenten Trans- 
formationen eine Untergruppe, die man auch als Hauptkongruenz- 
gruppe M*™ Stufe bezeichnet; und eine Funktion von u, (ö^, tOg, die 
bei allen diesen Transformationen ungeändert bleibt, heißt eine 
elliptische Funktion m'^"" Stufe. 

Aus den Sätzen von § 34 und § 72 gebt hervor, daß die Sigma- 
qootienten und die Funktionen Jacobib in der That Funktionen 
zweiter Stufe im Sinne dieser Definition sind, wie wir sie im 
IV. Abschnitt schon vorgreifend genannt haben. 

§ 104. Das spezielle Teilungsproblem. 

Die Aufgabe: aus den Werten der elliptischen Funktionen eines 
bestimmten PeriodenparaUelogramms für den Ärgumentwert u die Werte 
derselben Functionen für den Argumentioert ujn xu berechnen {also die 
Umtehruüg der in § 27 behandelten Aufgabe) bezeichnet man als 
das allgemeine Teilungsproblem der elliptischen Funktionen. Den 
speziellen Fall dieses Problems, daß u eine Periode ist, bezeichnet 
man als das spezielle leilungsproblem. Die Lösungen dieses letzteren sind 
also Funktionen allein der Perioden; wollen wir aber untersuchen, 
was für Funktionen sie sind, so müssen wir erst eine Festsetzung 
darüber treffen, was für elliptische Funktionen wir „teüen" woUen. 
Wir wollen zunächst die spezielle Teilung der elliptischen Funk- 
tionen erster Stufe untersuchen. 

Sei f{u I (Oj, ö)g) eine solche, d. h. also eine rationale Funktion 
von p {u I a^,- füg) und p' {n \ w^, (Ö3), deren Koeffizienten, falls sie noch 
von c)j und aig abhängen, rationale Funktionen von g^ und g^ sind; 
dann handelt es sich um die Bestimmung der Werte; 



n.„=f[- 



Hp» 
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Man erkennt' znnächst, daß von diesen Werten nur m^ unter- 
einaoder verschieden sind; denn zufolge der Voraussetzung j daß f 
eine Funktion erster Stufe sei, ist £ 



2) /;+.,.,, +i.-/i,. 

wenn h^, k^ irgend zwei ganze Zahlen bezeichnen. Man drückt das 
wohl so aus, daß man sagt: 

I. Die Indices ?,, (i kommen nur modulo m in Betracht. 
Nehmen wir nun eine hneare Periodeutransformation (§ 67, 2) 

vor. Da f eine Funktion erst«r Stufe sein sollte, so erhalten wir 
zunächst die Gleichung: 

wenn nämlich 1', (x' aus der Gleichung: 

bestimmt, also: 

I n' ^ — ßX + an 

gesetzt wird; mit andern Worten: 

II. Werden die Perioden linearer Transformation unterworfen, 

6) Ar, ,•(",'. »0-n,A'»i. <».). 

wenn die Indtces durch die Gleichungen {5) bestimmt sind; die trans- 
formierten Teilwerte sind also dieselben, wie die ursprünglichen, nur 
in anderer Eeihenfolge. 

Man achreibt auch wohl: 

I) /;,,.(»,■, ",T =/;■,.•(«„«,); 

dann sind die Indices aus den Gleichungen: 

I ?.-«?. + ,,, 

1 /i' ^ßX+S/j, 

zu bestimmen. 

(Man nennt die Substitution (5) die zur Transformation der 
Perioden kontragre diente, (8) die transponierte Substitution.) 

Ist insbesondere die Periodentransformation modulo m zur Iden- 
tität kongruent, so wird aus (5) oder (8); 
9) X' ^^X, (i! T^ ft, 
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also mit Rücksicht auf (2); 

10) n K, «=■} = n K. «>,) 
d. h 

m Jede? eurzehie der m"" leüuerte f)_^^ bleibt für steh urir 
geändert, wenn man avf die Feiioden eine Transformation der Haupt- 
kongruenzgiuppe «'"■ Stufe anwendet 

Betiachten wir msbesondeie solche Teilwerte, die nur vom 
Verhältnis der Penoden abh.ingen Solche sind im Innern der posi- 
tiven T-Halbebene ubeiall bis auf Pole legulär, wie aua den Dar- 
stellungen von pu, p u, g^, g^ duieh gleichmäßig konvergente Eeihen 
sich ergiebt; und wenn r innerhalb des Fundamentaldreiecks blei- 
bend ins Unendliche geht, so nähern sie sich entweder einem be- 
stimmten Grenzwert, oder sie werden bestimmt nnendlich. Daraus 
folgt nach % 96 a. E.: 

IV. leilwerte fi^ ^ der bezeichneten Eigenschaft sind Wurzeln einer 
Gleichung vom Grade «*, deren Koeffizienten rationale Funktionen von 
J{t) sind. 

Man kann jedoch von dieser Gleichung einen Linearfaktor 
ohne weiteres abspalten: denn f^^ ist sofort veimoge dei Dehnitun 
der Funktion f rational durch J ausdrückbai Die so auf den 
Grad n^ — X reducirte Gleichung heißt die spezielle Teüungsqleichunej 
Eine weitere Eeduktion dieser Art ist nimlich % enn n jPrimzahl ist 
nicht mehr möglich, solange nicht ubei / noch spezielleie Voiaus 
Setzungen getroffen werden. Denn dmn können wii « ß ), d -.0 
bestimmen, daß X', /i' beliebig voi geschriebene Werte außer (0 0) 
annehmen, wenn {X, /t) gegeben sind Führen wii dann r luf eiiem 
ganz in der positiven Halbebene verbleihendpo ^^ ege vtn t na(,h 
T = -^-q^ über, so folgt durch analyti'5che Fortbetzung 1 mgs dieses 
Weges nach I, § 66, IV aus der Gleichung, 

11) e(/;.,,.w, /(»)) = 

die andere: 

oder wegen (7) und § 07, (5); 

12) 0(fi-^.{T), J{t))^0, 

(1. h.: 

V. Genügt (für n Primzahl) irgend ein von /J^ verschiedener Teil- 
wert einer. Gleichung, deren Koeffizienten rationale Funktionen von J 
sind, so genügt ihr jeder von f^ verschiedene Teilwert. 
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Die symmetrischen Funktionen der«^— 1 Teil werte /i^ ^,, außer 
/dd, sind also rationale Funktionen von J. Aber außer ihnen ^&hi 
es auch noch andere rationale Funktionen der fx die dieselbe 
Eigenscbaft haben. Denn wenn man daduich d^lJ man / m meiner 
Ebene beliebige geschlossene Wege durohlauten laßt t in alle 
möglichen äquivalenten Punkte überfuhrt, eihalt min nach § 1Ü3 II 
nur -^«(n^ — 1) [bezw. 6 für m = 2] relativ zu F maquivalente 
Punkte; durch solche „Monodromie von J" (vgl. § 78) erhält man 
also aus einer behebigen ersten Anordnung der /^^ ^ nicht (m^ — 1)!, 
sondern nur \n{n^— 1) [bezw. 6j verschiedene andere Anordnungen. 
Man drückt das so aus: 

VI. Die Monodromiegruppe der speziellen Teilung sgleichung in 
Bezug auf J enthält, 

wenn n eine ungerade PrirmaJd ist, ^ n (n^ — J), 
wenn n ^^ 2 ist, sechs 
Vertauschungen der Wurzeln. 

Für diese Monodromiegruppe geben die bereits aufgestellten 
Fonneln eine übersichtliche Darstellung: ersetzen wir t durch 
~— ö^, so tritt an Stelle der "Wurzel /l^ „ allgemein diejenige 
Wurzel fx', /,<, deren Indices durch die Gleichungen (8) bestimmt 
sind. Wir bekommen aber noch eine etwas einfachere Darstellung, 
wenn wir die Zahlen a, ß, y, S auf ihre kleinsten Reste modulo n 
reduzieren. Für diese kleinsten Beste (für die wir keine neuen Be- 
zeichnungen einführen wollen), tritt an Stelle der Gleichung (9) von 
§ 67 die Kongruenz; 

13) ccS~ßy = l (mod. 4 

(In der That kann man zu jedem Zahlenquadrupel, das diese 
Kongruenz befriedigt, ein anderes 

14) «' = « + ««, ß'^ß-i-nb, y^y + nc, ff = d + nd 

SO bestimmen, daß es die Gleichung c'S' —ß'f = 1 erfüllt; man 
hat dazu nur, wenn aö — ßy = l + kn ist, die Gleichung: 
n{ad-bc)-{-{a§+dcc-öy -cß) + k = (i 



VII. Dann treten zur Darstellung der Monodromiegruppe an Stelle 
der Gleichungen (8) die Kongruenzen: 

15) , C mod. (b); 
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und in den Zusammensetznngsformeln (I, § 14, 11) ist ebenfalls ao 
Stelle des Gleichheitszeichens das Kongruenzzeicben modulo n 
zu setzen. 

Man sieht, daß diese Monodromiegruppe eben die im Yorigen 
Paragraphen erwäbnte Faktorgruppe ist. 

Man beachte übrigens, daß bei ungeradem n je zwei der Trans- 
formationen (14), die sich nur durch einen geraeinsamen Vorzeichen- 
■wechsel der Koeffizienten modulo n unterscheiden, die Wurzeln der 
Teilungsgleichung, sofern sie nur vom PeriodenTerhältnis abhängen, 
in derselben Weise versetzen. 

§ 105. Resolvetiten des speziellen Teilungsproblems und 
Untergruppen seiner Gruppe. 

Es sei ifj irgend eine rationale Funktion der Wurzeln des 

speziellen Teilungsproblems. Wenden wir auf diese Wurzeln die 

sämtlichen Vertauscbungen der Monodromiegruppe an, so erhalten 

wir aus -y/ eine Keihe von ^n(n^— 1) Funktionen. Wie im vorigen 

Paragraphen sieht man ein, daß die symmetrischen Funktionen 

leser Funktionen rationale Funktionen von J sind, daß also tp 

[ner Gleichung vom Grade ^(m) = -|-n(«^— 1) genügt, deren Koeffi- 

enten rationale Funktionen von / sind. Eine solche Gleichung 

nennt man eine GALOissche Resolvente des speziellen l'eüungsproblems, 

wenn die ft (n) Werte von yj alle voneinander verschieden sind. 

Es kann aber auch vorkommen, daß von den ii[n) Werten, die 
durch die Vertauschungen der Monodromiegruppe des Teilungs- 
problems aus -rf} hervorgehen, mehrere, sagen wir etwa v, einander 
gleich werden, und zwar für behebige Werte tou t. Aus I, g 66, IV 
folgt dann, daß die !j.{n) Werte von i^ zu je v einander gleich 
werden, daß also v ein Teiler von fi (w) ist und daß tjj bei den Opera- 
tionen der Monodromiegruppe in nur njv verschiedene Werte über- 
geführt wird. Wieder sind die symmetrischen Funktionen dieser 
jijv Werte rationale Funktionen von /; i^ genügt also in diesem 
Falle einer Gleichung des Grades fijv, deren Koeffizienten rationale 
Funktionen von J sind. Auch diese Gleichung bezeichnet man als 
eine Resolvente des Teilungsproblems. 

Die V Operationen der Monodromiegruppe, bei denen der ein- 
zelne Wert 1^ sich nicht ändert, bilden notwendig eine Gruppe 
(I, § 18, 6), eine Untergruppe der Monodromiegruppe von der Ord- 
nung V und dem Iudex ji.jv. Die Gruppen, die in dieser Weise zu 
den verechiedenen Werten von -ü) gehören, sind im allgemeinen von- 
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einander verschieden, aber innerhalb der Monodromiegruppe des 
Teilungsproblems untereinander gleichberechtigt. 

Umgekehrt werden wir Eeaohenten des speziellen TeUunga- 
problems erhalten, wenn wir Untergruppen seiner Monodromiegruppe 
bestimmen und zu jeder solchen Untergruppe Funktionen suchen, 
die gerade bei ihr unverändert bleiben. Von solchen Untergruppen 
seien die folgenden aufgeführt; 

1. Eine Untergruppe wird gebildet von denjenigen Substitutionen, 
für welche 

1) a-A, ß^O, S=\ (mod. w) 

ist. Die Anzahl der Operationen dieser Untergruppe beträgt n, ent- 
sprechend den n noch mögiiehen Werten von y. Eine Funktion tp, 
die bei diesen, und nur bei diesen Operationen ungeändert bleibt, 
ist der Teilwert /j^ selbst; die zu dieser Untergruppe gehörige Resol- 
ventengleickung ist also die spezielle Teilungsgleichung selbst. Als Grad 
dieser Gleichung finden wir hier \{n^—\), während wir in § 104 
M^— 1 gefunden haben; das erklärt sich folgendermaßen: Aus pv, 
p'% 9v ?3 können wir keine ungerade Funktion rational zusammen- 
setzen, die nur vom PeriodenwerÄä/^!« abhängig wäre; denn p'u ist 
die einzige ungerade Funktion unter ihnen. Es ist also bei den- 
jenigen Funktionen, von denen hier die Eede ist, notwendig 
fx, f,^ f-i, -f^; die Anzahl der verschiedenen unter ihnen reduziert 
sich daher auf | (n^ — 1). 

2. Eine zweite Untergruppe wird gebildet von denjenigen Sub- 
stitutionen, die die ji — 1 Teilwerte: 

2) /;.,/;., •■■/.-i,o 

nur unter sich permutieren. Sie sind charakterisiert durch die 
Kongruenz ; 

3) ß = (mod. n). 

Ihre Anzahl bestimmt sich folgendermaßen: Aus (3) und § 104,(13) 
folgt: 

4) aö = l (mod. 4 

Diese Kongruenz kann (?; immer als Primzahl vorausgesetzt) be- 
friedigt werden, indem man dem « einen beliebigen zu n inkon- 
i Wert beilegt und dann S dazu bestimmt; ß bleibt ganz 
an erhält so n(n— 1) Lösungen der vorgelegten Kon- 
gruenz; von diesen geben aber bei ungeradem n je zwei dieselbe 
Modulsubstitution. Die Ordnung dieser Untergruppe beträgt also 
jn{n — 1), ihr Index folghch n + l. Daraus folgt: 
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Die si/mmeti lachen Funktionen der n — 1 Teilwerte (Z) genügen 
Gleichungen der Ordnung n + 1, deren Koeffizienten rationale Funk- 
tionen von J sind 

Wir werden dieser Untergruppe im nächsten Paragraphen von 
emei .tndein Seite her wieder begegnen. 

§ 106. Das spezielle Transformationsproblem. 

Im VIII. Abschnitt haben wir die lineare Perioden trän aformation, 
d. h, den Übergang von Wj und Mg zu: 

l ä^ — y fo^ -{■ 6 0)^ 

mit der Bedingung: 

2) «t-ßr = i 

untersucht. Jetzt wollen wir die Frage behandeln: welche Beziehung 
haben die Modulfunktionen von t, insbesondere »/{r), zu denjenigen von r, 
wenn an die Stelle der Bedingung (2) die andere tritt; 

3) <,s-ßr = ,, 

unter n eine positive ganze Zahl verstanden? 

Zu diesem Zweck müssen wir vor allem zusehen, welchen Ein- 
fluß auf diese Funktionen eine lineare Transformation der ursprüng- 
lichen Perioden hat; wir wollen zu diesem Zweck zunächst den 
speziellen Fall: a=l, ^=^ = 0, ö ~ n, also: 

4) «j = fd,, Sig = n«g, r ^ nt 

ins Auge fassen. Üben wir auf die ursprünglichen Perioden die 
lineare Transformation: 

(ög' = ^cöj + So)^, 

aus, so treten au Stelle der m neue transformierte Perioden: 



Q) 



na^ ^ K/Wj + nSa^ ^ n/ojj + Sco^. 
I Periodensystem ist dann, und nur dann zu (w^, Wg) äqui- 



valent, wenn ß durch « teilbar ist. Daraus folgt; 
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I, Der transformierte Wert der Invariante J, J(nx) bleibt un- 
ge'dndert bei allen denjenigen Modulsubstitutionen, für die 

7) ^ = 1 (mod. n) 

ist. 

Diese Modulsubatitutioiien bilden, wie wir im vorigen Para- 
graphen gesehen haben, in der Modulgruppe eine Untergruppe ¥om 
Index n + 1. Andererseits folgt aus den entsprechenden Eigen- 
schaften von t/(T), daß J^nt) im Innern der positiven Halbebene 
überall regulär ist und einem bestimmten Grenzwert sich nähert 
oder bestimmt unendlich wird, wenn r innerhalb eines Dreiecks der 
Fig. 44 (p. 230) verbleibend sich der Axe der reellen Zahlen un- 
begrenzt nähert. Also ergiebt sich aus § 97 am Ende: 

II. J(nT) genügt einer algebraischen Gleichung des Grades n -j- /, 
deren Koeffizienten rationale Punktionen von J (t) sind. 

Man bezeichnet diese Gleichung wohl als „Modulargleichung 
erster Stufe," Ihre übrigen Wurzeln sind die Werte, die aus ^{wt) 
durch Anwendung von Modulsubstitutionen auf t hervorgehen, die 
der Bedingung (7) nicht genügen; also allgemein die Werte; 

Aus Satz II geht hervor, daß unter diesen Werten gerade n + 1 
verschieden sind. In der That: ist ß durch n teilbar, etwa gleich 
ß^n, so ist 

f -^ &T n Y •{■ 5 .m 

mit nz äquivalent. Ist aber ß nicht durch n teilbar, so bestimme 
man die Zahl n^ so, dali 



wird. Dann ist: 



mit '- äquivalent, indem die Determinante 

ist. Andererseits sind von den n + \ Werten : 
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leine Werte von x keine zwei äquivalent; wir können 
daher sagen: 

III, Bie « + 1 Wurzeln der Modulargleichung erster Stufe sind: 

9) J(»r). /(i), j{l±L),...j{2±IL^). 

Daraus, daU die Ijeiden erstgenannten Größen Wurzeln einer 
und derselben Gleichung nut in J{t) rationalen Koeffizienten sind, 
ergiebt sich noch eine merkwürdige Eigenschaft dieser Gleichung. 
Ersetzt man nämlich r durch t/jj, so geht /(tit) in J{t) und J{r) 

in t'l — 1 über; daraus folgt 

IV. Die Modulargleiümni/ bleibt ungeandert, wenn man J(t) und 
J(nr) vertauscht. 

Die Modulargleichung erster Stufe ist übrigens schon bei den 
kleinsten Werten von n ziemlich wenig übersichtlich; es liegt das 
daran, daß schon bei diesen Werten J{nr) nicht tlauptn\(id.xx\ für 
die durch die Kongruenz (7) definierte Untergruppe der Modul- 
gruppe ist. 

Im Falle n — 2 können wir übrigens die transformierten Werte 
von T sehr einfach durch bereits früher eingeführte Größen aus- 
drücken. Für jedes n ist nämlich die durch (7) definierte Unter- 
gruppe in der Hauptkongruenzgruppe n'™ Stufe enthalten. Gehört 
also zu dieser Gruppe ein Haoptmodul, so läßt sich /(nr) rational 
durch ihn ausdrücken; das Gleiche gilt von den übrigen Werten (9), 
da die Hauptkongnienzgruppe n"™ Stufe eine ausgezeichnete Unter- 
gruppe der Modulgruppe ist. Für n = 2 haben wir gesehen, daß 
X{t) Hauptmodul ist; also sind J{2t), '^[^), '^{~~^) rationale 
Funktionen von ^(t). Um diese rationalen Funktionen wirklich 
aufeustellen, beachten wir zunächst, daß jede dieser Funktionen 
auch noch bei gewissen Modulsubstitutionen ungeandert bleibt, bei 
denen }. (r) seinen Wert ändert. J (2 r) z. B. bleibt ungeandert, 
wenn man r durch r + 1 ersetzt; dabei geht l nach § 96 über in 
y_ ■ Daraus folgt, daß J{2t) eine symmetrische Funktion von ). 
und - Y I d. h. eine rationale Funktion von 

ist. 

Um sie weiter zu bestimmen, gehen wir davon aus, daß J{2 i) 
im Innern des Fundamentalbereichs von X nirgends unendlich wird, 



y Google 



§ 106. Das spezielle 'J}rannformationspi-ohlem. 259 



wohl aber in seinen Ecken. In der Umgebung voa r = ( co wird 
nach § 82, (15): 

X{t)^ 16A(1 -8A + 44A^+ . . .), 
also 

= -256A^(1 - 16A+ 152 Ä^ + ..)[! + 16A+ 128 //2 + ..) 
= -256Ä2J1 +0./i+ 24 A^ + ..}, 
ferner nach § 96, (4): 

also: 

andererseits wird dort 

In der Umgebung TOn a = findet also eine Entwicklung statt, 
deren Anfangsglieder sind: 

10) /(2r) = |^(.->-|,»-' + ..). 

Um das Verhalten in der Umgehung von r = zu unter- 
suchen, setzen wir /i, — e ' ; wir haben dann nach § 82, (16) 
und § 96, (4): 

1 ~1{t)= Uh^il -%\ -i-44A/''+ ..) 
1{t) = 1 - 16/(^ + 128^1^+ . ., 

= _ i. Aj-i(l-32A, + 512/<^^.)(l -i-8/ii + 2Ü/(jä _;...) 
= - ^ Ai-iil-24A, + 276A,^+..}, 
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In der Umgebung von a = oo lautet also die Entwicklung nach 
Potenzen von a mit fallenden Exponenten 

11) /(2.)=--J-«+i+.. 

Endlich setzen wir; A^ — e''"'^ + ') = — A; dann kommt: 

/= _-^';^- 16A(l+8A+44A^+..)(l + l6A4-128/<2+..)-> 
= 16A(t +8A + 44^ +..)(! -16Ä+128A^+..) 
= 16A(l-8A + 44/(^+ ..), 

« = -256A^{l +24Aä + ..I, 

übereinstimmend mit dem oben gefundenen Werte. 

Es ist also /(2r) eine rationale Funktion von a, die für a = 
von der zweiten, für a ~ (X) von der ersten Ordnung unendlich groß 
wird, sonst überall endlich bleibt. Die angegebenen Anfangeglieder 
der Reihenentwicklung geben den Ausdruck: 



J{2t\ 



~ a' + S.2'a^ - 3.2^« + 2'^ _ (- a + 16)' 



Aus diesem Ausdruck erhält man die Formeln für ■^(-^l und 
/j — ^), wenn man bezw. die Substitutionen T und US anwendet; 
dabei geht a nach § 96 bezw. über inr 

^ _ (1 - i-f _ (1 - A)' 



§ 107. Transformation von Funktionen liöherer Stufe. 

Sei z{z) eine Modulfunktion m^'"' Stufe; mit andern Worten, 
die Untergruppe r^ der Modalgruppe, bei deren Operationen z(r) 
ungeändert bleibt, sei durch Kongruenzen modulo m definiert. Wie 
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wir iß § 101 gesehen haben, bestellt dann zwischen z und J{r) eine 
algebraisciie Gleichung, deren Grad in Bezug auf z gleich ^ ist; 
ihren Grad in Bezug auf J nennen wir v und schreiben sie: 

1) g{z, j) -0. 
Durch die Transformation n^^ Ordnung: 

2) '-|tT7. (ad~bc-,) 
entsteht aus z{t) eine transformierte Funktion: 

3) z{i) . ¥(,), 

die ebenfalls eine Modulfunktion ist; zwischen ihr und / besteht 
ganz ebenso die Gleichung: 

4) g("z, 7) =0. 

Andererseits besteht nach § 106, 11 und IV zwischen J und J eine 
Gleichung; 

5) h[j,' 7) = 0; 

durch Elimination von J aus (4) und (5) erhält man eine Gleichung 

«) F{z, J) = 0, 

die in z vom Grade ii(n + 1), in J Tom Grade v{n + 1) ist. Eli- 
miniert man noch aus dieser Gleichung und der Gleichung (1) das J, 
so erhält man eine Gleichung höheren Grades, die jeden der /t Werte 
von z mit jedem der /i(n + 1) Werte von z verknüpft. In beson- 
deren Fällen zerfallen aber diese letzteren in /i Systeme von je 
« + 1 von der Beschaffenheit, daß die Werte eines jeden solchen 
Systems Wurzeln einer Gleichung sind, deren Koeffizienten rationale 
Funktionen eines bestimmten z sind. Eine solche Gleichung nennt 
man eine Modulargleickuriff. 

Um hierüber noch einige nähere Angaben machen zu können, 
bestimmen wir die Gruppe eines der transformierten «-Werte, z. B. 
die von ä(mt). Soll die Substitution; 



diesen Wert in sich überführen, so muß 
7) »t-J— ,-^- 
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mit nz relativ zu der Gruppe r^ Ton z äquivalent eein. Es muß 

also ßjn eine ganze Zahl, d. h. 

8} /? = (mod. n) 

sein; und a\ißerdem müssen cfie vier ganzen Zahlen; 

9) a, -^, ny, 8 

den Bedingungen genügen, durch die die Substitutionen der Unter- 
gruppe r^ charalrterisiert sind. Mit andern Worten: 

I. Die Gruppe Fy von z(nT) ist die größte gemeinsame Unter- 
gruppe der durch die Kongruenz (8) defimeiten Untergruppe -T« + i 
(§ 106, I) und derjenigen Gruppe r^ , die aus der Gruppe r^ von z(t) 
entsteht, indem man ß und y durch ßjn und ny ersetzt. 

Diese Gruppe T"^, selbst ist an und fui sich nicht in der Modul- 
gruppe enthalten; aber die ihr mit ia + i gemeinsame Untergruppe 
gehört der Modulgruppe an, 

Ist speziell /^ durch Kongruenzen nach einem Modul m definiert, 
der zu n relativ prim ist, so sind die beiden Bedingungssysteme (8) 
und (9) ganz unabhängig voneinander und können durch ein ein- 
ziges Bedingungssystem modulo mn ersetzt werden. Mit andern 
Worten, es gilt der Satz: 

n. Ist m relativ prim zu n, so fuhrt Transformation n*-" Ordnung 
einer Modulfunktion m''^ Stufe auf eine Modulfunktion mn*'-'' Stufe. 

Man bann dann auch leicht aus einem Repräsentantensystem K 
von r^ (§ 99, I) ein solches für F,. ableiten. Man kann nämlich zu 
jeder Modulsubstitution fiz) von K eine Modulsiibstitution /^'(r) an- 
geben, deren Koeffizienten sicli aus denjenigen von V{t) durch die 
Kongruenzen bestimmen: 

1 0) a' = a, nß' = ß, y = ny, (T = 5 {mod. rn). 

Dann kann man eine Modulsiibstitution ^(t) bilden, die modulo m 
zu V'{t), modulo n aber zu irgend einer andern Modulsubstitution w{r) 
kongruent ist. Nimmt man dabei für w{r) der Keihe nach die 
sämtlichen Substitutionen eines Hepräsentantensystems der /"„ + 1, 
so erhält man die /*(« -f 1) Substitutionen eines Repräsentanten- 
Systems der F.^. Die [i[n + \) Werte, die durch diese Substitutionen 
aus z (nr) hervorgehen, müssen dann sämtlich derselben Gleichung (6) 
genügen, wie aus I, § 66, IV folgt; denn J bleibt bei allen diesen 
Sabstitutionen un geändert. 

Wenn wir aber nicht nur J{t), sondern auch z[t) als gegeben 
ansehen, so dürfen wir nur solche Substitutionen in Betracht ziehen, 
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die der Untergruppe F^, aügehören; wir müssen also statt der 
Gruppe /^ die größte gemeinsame Untergruppe von /",, und F^ in 
die vorhergehenden Überlegungen einführen. Dabei können sehr 
verschiedene Möglichkeiten eintreten; am einfachsten gestaltet sich 
die Sache, wenn 
11) n~l (mod. m) 

und außerdem r,^ die Hauptkongruenzuntergruppe m*""^ Stufe (§ 103) 
ist Denn dann wird (vgl. 10) F^ mit F^, modulo m identisch, also 
die gemeinsame Untergruppe von .T« + 1 und Fj, mit der von /"„ + 1 
und F^. Fy ist also in diesem Falle selbst Untergruppe von /)., 
und zwar Untergruppe vom Index m + 1. Man erhält dann ein 
Eepräsentantensystem von F^ innerhalb F^, wenn man jede Sub- 
stitution eines Repräsentanten Systems der /"„ + i durch eine modulo u 
zu ihr, modulo m zur Identität kongruente ersetzt. Die symmetri- 
schen Funktionen der n + 1 Werte, die aus z{nT) durch die Sub- 
stitutionen dieses Eepräsentantensystems hervorgehen, sind dann 
zu J"^ gehörige Modulfunktionen; also rationale Funlrtionen von z, 
wenn z Hauptmodul (§ 101) ist Demnach gilt der Satz: 

m. Mne Modulargleichung existiert insbesondere dann, wenn z 
Hawptmodul m'"' Stufe und der Transformatioiisgrad n= 1 (mod. m) ist. 

Tl. B, existieren Modulargleichungen zwischen J,(wir) und ^(r) 
für jeden ungeraden Transformationsgrad. 

§ 108. Transformation zweiten Grades der Modu[funl(tionen 
zweiter Stufe. 

Ist der Transformationsgrad n nicht relativ prim zu der Stufen- 
zahl m der zu transformierenden Funktionen, so ist eine große 
Mannigfaltigkeit verschiedener Fälle zu unterscheiden. Wir wollen 
uns daher mit der Untersuchung eines besonders wichtigen Falles 



Das Doppelverhältnis l bleibt, wie wir § 94, IV, VIT gesehen 
haben, bei denjenigen Modnlsubstitutionen invariant, die modulo y 
zur Identität kongruent sind. Soll also die Substitution 

den transformierten Wert ;.(2r) in sich überführen, so muß ^ gerade 
sein, und außerdem muß die Substitution («, \ß, 2/, d) mod. 2 zur 
Identität kongruent sein; mit andern ^^'orten; 
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I. Die Gruppe der Funktion 1(2t) besteht aus denjenigen Modul- 
substitutionen, die den Kongruenzen: 

2) a~S^\ (mod. 2), (3 = (mod. 4) 

genügen; \(2t) iM also eine Modtilfunkäon vierter Stiif'e. 

Wir müssen zunächst den Index dieser Untergruppe bestimmen. 
Zu diesem Zweck fragen wir vor allem, wieviele mod. 4 verschiedene 
Modulsubstitutionen es giebt, und dann, wieviele unter ihnen den 
Bedingungen (2) genügen. 

Seien a, ß irgend zwei Zahlen, die nur nicht beide gerade 
sein dürfen, so kann man zu ihnen stets zwei andere y. /) so be- 
atimmen, daß 
3} ad~ßy--=\ (mod. 4) 

wird; und das allgemeinste Lösungssystem dieser Kongruenz ergiebt 
sich aus irgend einem speziellen in der Form: 
4) r^y^ + at, d-=>\ + ßt. 

Die Anzahl der modulo 4 verschiedenen Paare von Zahlen a, ß, die 
nicht beide gerade sind, beträgt 12; nimmt mau nämlich k — 1 
oder K = 3, so kann man ß — 0, i, 2, S setzen (8 Möglichkeiten); 
nimmt man aber « = oder « = 2, so sind nur ß := 1 und ß ~ 3 
zulässig (4 Möglichkeiten). Zu jedem dieser 12 Paare («, ß) liefern 
die Gleichungen (4) 4 Paare {y, S), wenn man der Keihe nach 
^=0, 1, 2, 3 setzt; und diese sind inkongruent, da k und ß nicht 
beide gerade sind. Also erhalten wir im ganzen 12,4 = 48 ver- 
schiedene Lösungen der Kongruenz (3). Aus jeder dieser Lösungen 
läßt sich eine zu ihr kongruente Lösung der Gleichung: 

b) o^-s--ßy^i 

durch die Formeln ableiten (vgl, § 104, 13): 

6) «' = «, ß' = ß + 4/>, y' = y + 4c, ä''^,)'+id. 

et und ß können nämlich nicht beide gerade sein; infolgedessen 
Icönnen wir ö so bestimmen, daß ß' zu r/ relativ prim wird. vSetzen 
wir dann 

t,'S-ß-y^ 1 + 4^ 



und bestimmen, was dann stets möglich ist, (■ und 

u'd-ß'c = -e 
wird, so ei-fidlen die Werte (6) die öleichung (5). 
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Von den so gefundenen 48 modulo 4 verschiedenen Klassen 
von Lösungsaystemen der Gleichung (1) geben zwei solche, und nur 
zwei solche, die sich nur durch die Vorzeichen sämtlicher vier 
Größen unterscheiden, dieselbe Modulsubstitution ; wir erhalten also 
den Satz: 

II. Die Anzahl der modulo 4 verschiedenen Klassen von Modul- 
suhstituiionen beträgt 24. 

Wollen wir aus diesen nur diejenigen herausgreifen, die den 
Bedingungen (2) genügeD, so haben vrir statt der oben abgezählten 
12 Paare von Zahlen («, ß] nur die beiden (1,0) und (3,0) zu berück- 
sichtigen. SoU dann die Kongruenz (3) bestehen, so muß im ersten 
Falle ci'= 1, im zweiten S=3 (mod. 4) sein; die Kongruenz 3=1 
(mod. 2) ist also in jedem Falle erfüllt und es sind für t alle vier 
Werte zulässig. Wir erhalten also 8 modulo 4 verschiedene Zahlen- 
quadrupel, die den Kongruenzen (2) und (3) gleichzeitig genügen 
und folglich 4 modulo 4 verschiedene Klassen von Modnlsubstitutionen, 
die it(2r) in sich überführen. Hieraus und aus Satz II folgt; 

m. J)er Index der Gruppe von X (2 1) innerhalb der Gruppe 
sämtlicher Modulsubstitutionen beträgt 6. 

Daraus folgt (§ 101), daß ^(2t) einer Öleichung sechsten Grades 
genügt, deren Koeffizienten rationale Funktionen von /(t) sind.^ 

Sehen wir aber neben J{t) auch noch A(t) als bekannt an, so 
erhalten wir eine Gleichung niedrigeren Grades. Die Grruppe von 
A(2i:) ist nämlich, wie aus ihrer Definition durch die Kongruenzen (2) 
hervorgeht, eine Untergruppe der Gruppe von 'K[t); es kommt also 
nur noch darauf an, ihren Index innerhalb dieser letzteren zu be- 
stimmen. Dazu bestimmen wir wieder zunächst die Anzahl der 
modulo 4 verschiedenen Substitutionen, die modulo 2 zur Identität 
kongruent sind. Das geschieht auf demselben Wege, auf dem oben 
Satz n abgeleitet ■worden ist; der Unterschied ist nur, daß jetzt 
von den oben bestimmten Zahlenpaaren (a, ß) nur 4, nämlich (1, 0), 
(1, 2), (3, 0), (3, 2) zulässig sind, und daß t nur die beiden Werte 
und 2 annehmen darf. Da auch hier je zwei Lösungssysteme die- 
selbe Modulsubstitution geben, so sehen wir; 



' Die übrigen Wuraeln dieser Gleiehung aind; 



'-'■(i) 
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IV. Hie Anzahl der moduh 4 verschiedenen Klassen von modulo 2 
zur Identität kongruenten Moduhubstitutionen beträgt 4. 

Als Eepräsentanten dieser 4 Klassen feami man z. B. die 4 Sub- 
stitutionen betrachten, die t bezw. durch: 

r- ^ ■ r-i-2- -±-^' 



Von diesen vier Klassen genügen zwei, nämlich die durch t 
und T 4- 2 repräsentierten, den Bedingungen (2); daraus folgt: 

V. Der Indexe der Gruppe von 1(2t) innerhall/ der Gruppe von 
X(r) ist gleich 2. 

In der That überzeugt man sich direkt, etwa mit Hilfe des 
Satzes V von § 94, daß bei jeder modulo 2 zur Identität kon- 
gi'uenten Modulsnbstitntion die beiden Werte; 

?.(2r) = ;.{27: + 4) 
und ; 

entweder jeder für sich ungeändert bleiben oder unter sich vor- 
tauscht werden. Daraus folgt wegen § 95: 

VI. Die beiden Funktionen X(2r) und ^y^-£-n-] ^^"^ Wurzeln 
einer quadratischen Gleichung, deren Koeffizienten rationale Funktionen 
von 7^(t) sind. 

Es existiert also auch in diesem Falle eine Modularg leinhung 
der in § 107 bezeichneten Art. 



§ 109. Explicite Aufstellung der Modulargleichung für die qua- 
dratische Transformation von 1{t). 

Der letzte Satz des vorigen Paragraphen würde bereits zur ex- 
pliciten Aufstellung der Modulargleichung ausreichen; wir würden 
nur noch nötig haben, die symmetrischen Funktionen (Summe und 
Produkt) von A(2r) und xi- — ^-) durch ihre Pole iind Nullpunkte 
oder Residuen zu charakterisieren. 

Wir gelangen aber mit weniger Aufwand von ßechnung «um 
Ziele, wenn wir noch weitere Eigenschaften der Modulargleichung 
mit herbeiziehen. Zunächst: 
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I. Sehen die 


Gleichung: 












1) 






/;(iw, 


l(2i)) 


= 








treten zwei 


analof; 


abzuleitende 


(vf/L audi § 


loe, 


I/J): 






2) 
»nrf 






/;(»M, 


'■m 


-0, 








3) 






/i(»W, 


U^]\ 


-0. 









Ersetzt man in der zweiten dieser Gfleiclran gen r durch 2t, so 
gellt sie über in: 

4) /,(M2'). >.(r])=0. 

Da zwischen X{t) und ^(27-) keine Gleichung von niedrigerem Grade 
bestehen kann, so muß diese Gleichung mit (1) identisch sein. 
Daraus folgt': 

n. Das Polynom f' (x, y) ist bis auf einen konstanten Faktor 
mit f\ (y, x) identisch und folglich auch in Bezug auf .v vom zweiten 
Grade. 

Ferner folgt aus § 108, VI und § 96, (2): 

III. ht y—'k (2t) eine If'urzel der Gleichung f^ (x, y) = 0, so ist 
?L (- — ^-— = — — — die andere; das Folynom f-, ist also rücksichtlich y 
reeiprok. 

Ersetzt man femer t durch 1 + r, so geht x = },(t) nach 
§ 96, I über in - -^ - , 1 — :r also in —^ — , y bleibt ungeändert; 
daraus folgt: 

rV. Mhrt man, slatt x, i — a; = | ein, so erhält man aus f^ (x, y) 
ein Polynom rp-^ (^, y), das auch in Bezug auf | reeiprok ist, also die 
Gestalt hat: 

5) (^1- + if{ + A)f + {CS' + II( + C),j + {Af + _»! + //). 

M'^eiteren Aufschluß erhält man durch Bestimmung des Ver- 
haltens Yon I und y in den Ecken des Fundamentalbereichs 
von X (§ 93): 

Für r = ZOO wird x = 0, ^ = 1, 2t: = iOD, -^^^^ = 1, also 
ein Wert von y = 0, der andere = co; daraus folgt: 

6) ÄJr £ + A = 0. 
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Für 7- = wird a: = 1, | - 0, 2r = 0, —^- = 0^ also beide 
Werte voo y = 1; daraus folgt: 

7) C=-2A. 

Für r = 1 wird x — od, | = oo, ir— änuiv. 2r = 2, also 

IS ' 1 4- 2i ^ 

beide Werte vou ^ = 1 ; das giebt nichts Neues. 

Die Gleichung (1) hat also die Form: 

8) ^(1 - lyiy - If + (B - 4 J)|y = 0. 

Das einzige hier noch unbekannte Koeffizientenverhäitnis D : A be- 
stimmen wir, indem wir an einer der genannten Stellen noch die 
Art des Unendlichwerdens herbeiziehen. Wir brauchten dazu nur 
je den ersten Koeffizienten der betr. Eeihenentwicklungen, wollen 
aber doch die drei ersten Koeffizienten berechnen, um die vorher- 
gehenden Überleguagen wenigstens teilweise zu verifizieren. Wir 
haben nach § 82, (16) (vgh auch § 106): 

1-1 -16A + 128/^2+ ■ ., 

{^^ 1)3 = 256A^|1 - lfiA+ 152 A2+ . .j, 

(|_ \f{i/- 1)'- 256A^{I - Uh+ 120 A^+ . .), 
|j- 16/!''(1 - 16A+ 120 A2+ ..)■ 
Grleichung (8) ist also erfüllt, wenn 

256.4 + 16 (-0-4^) = « 
ist; mit andern Worten: 

V. Ilie zwischen | = / — Ä fr} und y —'l,(2 x) bestehende Modular- 
/fleichunff lautet: 

Aus ihr erhält man die Modulargleichung für y^ = >t (y) , indem 

man t durch ersetzt; dabei geht nach § 96 (1) a.' in 1 — 1{t) = | 

und y in ?■■ [ — — 1 = 1 — ü (-^ j = 1 — y^ über; die Modulargleichurtg 

für ^i =^ ^ ~ö~ Icutet also: 

10) (i-l)',/,'-16i(l-y,)=-0- 
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Die Modulargleickunff für X\ — ^) erhält man wohl am be- 
quemsten, wenn man in der eben abgeleiteten Gleichung die Sub- 
stitution 8 Tornimmt, wodurch x in — ^— , y^ in ?/s = ?. ( — ^) 
übergeht; man erhält so: 

11} ^,^ + 16^(1 -:.)(l-y,) = ü. 

§ 110. Berechnung des Periodenverhältnisses durch iterierte 
Transformation. 

Durch wiederholte Anwendung der quadratischen Transformation 
kann man zur Berechnung des Periodenverhältnisses zu einem ge- 
gebenen Werte von X gelangen. Man kann z. B. successive: 

1) ;.j =A(2t), X, = ;i(4r), ...^.v-^ISt) 

berechnen, solange bis man in § 82, (16) die höheren Potenzen 
von X^ bei der verlangten (relativen) Genauigkeit gegenüber der 
ersten vernachlässigen kann; dann giebt diese Gleichung; 

2) ""-^'»S-iV 
Oder man berechnet successive: 

solange bis man in der aus § 82, (16} durch Anwendung der linearen 
Substitution T hervorgehenden Gleichung die höheren Potenzen von 
1 — J.„„ vernachlässigen kann; dann erhält man: 

Bei Anwendung dieser Formeln muß man beachten, welcher 
Wei-t der auftretenden mehrdeutigen Funktionen jedesmal zu nehmen 
ist. Ist der gegebene Wert von X reell und zwischen und 1 ge- 
legen und will man denjenigen von den zugehörigen Werten von r 
berechnen, der rein imaginär ist (vgl. § 93, I), so ist die Eni- 
Scheidung einfach: für jede der Größen (1) und (2) ist derjenige Wert 
zu nehmen, der ein reeller positiver echter Bruch ist (es giebt jedes- 
mal nur einen solchen), und die Logarithmen in (2) und (4) sind 
reell zu nehmen. 

Die erforderlichen Rechnungen nehmen eine elegante Gestalt 
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anj weEU man die Modulargleicliaiigeii noch etwas umformt Aus 
§ 109, (9) erhält man z. B.: 

(|^l)(y-l) = 4Viy^ 
oder: 

1 -«yiy» + 1.'/ - 1 + äfäVy +y 

uud daraus durch abermalige Würz elaue zieh üb g: 



oder: 



M. 



(In dieser Gleichung ist für < | < 1 der positive Wert der 
Wurzel zu nehmen, wenn man auch für y einen echten Bruch er- 
halten will.) 

Eine andere aus dieser leicht abzuleitende Gestalt der Modular- 
gleichung ist die folgende; 



(in der in dem bezeichneten Falle den Wurzeln ihr Hauptwert 
(I, § 63, III) beizulegen ist, wenn man den Hauptwert der linken 
Seite und zugleich einen echt gebrochenen Wert für sie erhalten 
will). Setzt man allgemein: 

7) 1-X(2^7:) = |„= ^■:^, 

so kann man Gleichung (6) in die beiden folgenden spalten: 

8) «,t,=^, ^,,^ = i^.. 

Man hat also aus den beiden Größen a^ und b^ (von denen die eine 
ganz willkürlich angenommen werden kann, während die andere 
dann durch sie bestimmt ist) das arithmetische und das geometrische 
Mittel zu bilden, dann mit diesen beiden Mittelwerten ebenso au 
verfahren u. s. w,, bis schließlich der Unterschied der beiden Mittel 
unterhalb der verlangten G^nauigkeitsgrenze fällt 

Man kann durch elementare Schlüsse bestätigen, daß die durch (8) 
definierten Größen a^, b^ mit wachsendem Index v gegen eine ge- 
meinsame Grenze: 

9) M{a^, b^) = Mm a^ = \imb^ 
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konvergieren; man nennt diese Grenze das arithmetisvh- geometrische- 
Mittel von a^ und i,,. Mit ihrer Hilfe kann man a,ncli die Perioden 
selbst (nicht bloß ihr Verhältnia) berechnen; doch wollen -wir darauf 
nicht näher eingehen. 

Andererseits gewinnt man auch noch eine einfache Formel, 
wenn man je zwei Schritte der ersten Beihe von Transformationen 
in einen zusammenzieht. Man erhält nämlich aus 



T/l-l{2r)- 



1 + )/1-X(2t) 



1-21/1 -!(,)+ )/l_- iW 
1 + 21/1 - A(i) + Vi - iW 
und daraus durch eine abermalige Wurzelausziehuilg: 



10) m^r) = - 



1 + Vi~^:rÄ{7) 

Man kann diese Formel mit Hilfe der Ausdrücke von l und 
\ — X durch die TbetanuUwerte (§ 56 und 63} leicht verifizieren. 

§ IM. Die Modulfunktionen als Umkehrfunktionen der Quotienten 
von Integralen linearer DifTerentialglelchungen. 

Bevor wir die Theorie der Modulfunktionen verlassen, woUen 
wir noch eine Eigenschaft derselben kennen lernen, aus der allein 
ihre ganze Theorie entwickelt werden kann. Wir knüpfen zu diesem 
Zwecke etwa wieder an die Sätze von § 78 an, indem, wir sie mit 
den ersten Entwicklungen von § 93 in Verbindung bringen. 

Fassen wir auf Grund von § 93 den dort definierten Wert 
von Wj^ als Element (I, § 66) einer analytischen Funktion von X 
auf, so zeigt § 78, daß die Gesamtheit der analytischen Fortsetzungen 
dieser Funktion nicht eine eindeutige Funktion von X bilden, sondern 
eine unendlich vielwertige, deren sämtliche Werte aus zweien von 
ihnen, la^ und «g in der Form: 

1) .,;_«», + ^», 



y Google 



erhalten werden können, in der a und § beliebige ganze Zahlen 
bezeichnen. Setzt man aimultan (I, § 70 am Ende) den Zweig 0)3 
dieser Funktion fort, so erhält man ebenso 

2) «a'^^'ovj + ^ftja, 

mit aä — ßy^ 1. Daraus geht hervor, daß wir aus Wj, 0)3 und 
ihren Ableitungen eindeutige Funktionen von ). kombinieren können ; 
denn aus (1) und (2) folgt: 



mit andern Worten: 
T. Sie Funktion: 



eine in der ganzen Mens eindeutige analytische Funktion von h 
Ebenso wird dasselbe bewiesen von den beiden Funktionen; 



6) 
und: 



ft ^ 



Von diesen eindeutigen Funktionen folgt aus § 93, daß sie für 
alle von 0, 1, 00 vor schied enen Werte von X sich regulär verhalten, 
Ihr Verhalten in der Umgebung von ^ = kann aus den Formeln 
von § 82 entnommen, ihr Verhalten in der Umgebung von ^ = 1 
und X~ fX) daraus mit Hilfe der Formeln der linearen Trans- 
formation (§ 96) erschlossen werden. Man lindet, daß diese i'"unk- 
tionen rationale Funktionen von X sind. Da andererseits die 
Determinante: 



Null wird, wenn man <a durch irgend eine hneare Kombination 
von w^ und (Ö3 ersetzt, so erhält man durch Entwicklung dieser 
Determinante nach den Elementen ihrer ersten Zeile den Satz: 
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n. Die Perioden des elliptischen Integrals I. Gattung genügen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung IL Ordnung: 

8} Po^äF + PiJT +^2<*' = ^. 

deren Koeffizienten rationale Funktionen von X sind. 

Man kann diese Differentialgleichung auf dem angegebenen 
Wege aufstellen, indem man diese rationalen Funktionen durch ihre 
Pole und Residuen beetimmt. Eine symmetrischere Gestalt derselben 
erhält man, wenn man statt des l direkt einen Verzweigungspunkt 
als unabhängige Variable nimmt, unter Konstanthaltung der andern. 
Setzt man: 

so erhält man, wie in § 59: 

da ^ O i^-ajky^k 
und dai'aus weiter: 

ö^ _ 3 r d^ 

Das ist ein Integral II. Gattung (vgl. § 57}, das bei z ^ a von der 
3. Ordnung unendlich wird. Von derselben Ordnung mit demselben 
Koeffizienten unendlich wird die algebraische Funktion der Fläche: 





2 (*-</. ;;(«) 






Die Differenz: 






, , 1 C [3^W - 3/W + (« - a)x'md^^ 




- 1 r[2(*-«)/(o)+ l(*,-a)x"(.a)-\dx. 


wird bei z — 


u nur noch TOn der ersten Ordnung unendlich und 


zwar wie 




Es ist also; 


Xia) öa 




i^^mv:^--^ 
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ein Integra! I. Gattung und zwar, wie die Rechnung zeigt, 



_ „ 1 iCkfi , 

" xiß) 
Daraus folgt zunäclist: 
JII. Das Inte/fral: 






»ii( uön M unabliMgigen Grenzen genügt ah ¥wi1ition von a der linearen 
Differentialgleichung „mit zweitem Glieds'; 

1») S + HI^+i^-^'O-^w^ 

and wenn man als Integrationaweg einen Periodeuweg nimmt: 

IV. Die Perioden dieses Integrals genügen der linearen Differential- 
ffletekunf/ „ohne zweites Glieds'; 

Setzt man insbesondere ;f (z) = j [1 — z), so wird j''(a) = 1 — 2 «, 
/'(«) = — 2, also die Gleichung; 

umgekehrt ist durch eine solche Gleichung a, bezw. l als 
Funktion des Quotienten zweier linear unabhängigen Integrale dieser 
Gleichnng definiert. 



ZWÖLFTER ABSCHNITT. 



Teilung und Transformation. 

§ 112. Mehrwertige unverzweigte Funictionen auf der elliptischen 
RiEMANN'schen Fläche. 

\\ ir kehren nun zu den elliptischen Funktionen zurück. In 
den früheren Abschnitten haben wir unser Augenmerk in erster 
Linie auf solche Funictionen gerichtet, welche auf der vorgelegten 
EiEMANNSchen Fläciie einwei-Hg waren; darüber hinaus wollen wir 
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imninehr auch Funktionen in Betracht ziehen, die in jedem Punkte 
der Fläche mehrere "Werte besitüen. 

Natürlich wird eine auf unserer zweiblättrigen Fläche m-wertige 
Funktion auch einfach als eine in der 2-Ebene 2 jw- wertige Funktion 
aufgefaßt und auf einer über dieser Ebene (2 m) blättrig ausgebreiteten 
Fläche untersucht werden können. Das Umgekehrte wird aber nicht 
immer der Fall sein. Seien nämlich: 



die Werte, die eine auf unserer Fläche F m-wertige Funktion in 
zwei übereinanderliegenden Punkten z und z der Fläche besitzt; 
sie werden im allgemeinen alle 2 m Toneinander verschieden sein. 
Läßt man z einen geschlossenen Weg auf F beschreiben, so werden 
die ersten m Werte irgendwie unter sich permutiert, ebenso die 
letzten. Läßt man dagegen z einen Weg beschreiben, der nur in 
der z-Ebene geschlossen ist, auf i*' aber von z nach z führt, so wird 
die Gesamtheit der m ersten Werte mit der Gesamtheit der m letzten 
vertaascbt. Daraus folgt zunächst; 

L Eine auf der z-Eheiie Zm-^ertige Funktion a kann nur dann 
als auf der Fläche F m-u-ertige Funktion angesehen werden, wenn es 
miiglieh ist, die 2 m Werte von a so in zwei Systeme zu je m zu verteilen, 
daß bei Umkreisung einer geraden Anzahl der Verzweigungspunkie 
von F die fferte Jedes Si/stems nur unter sich permutieren, bei Um- 
kreisung einer ungeraden Anzahl die beiden Systeme miteinander ver- 
tauscht werden. 

n. J)iese Bedingung ist aber auch hinreichend. 

Denn wenn sie erfüllt ist, kann man die m Werte des einen 
Systems dem einen, die m Werte des andern Systems dem andern 
von zwei übereinanderliegenden Punkten der EiEMANXSchen Fläche 
zuweisen, und an dieser Zuteilung wird dann auch nichts geändert, 
wenn man die unabhängige Variable beliebige auf der Fläche ge- 
schlossene Wege beschreiben läßt. 

Will man für die Untersuchung einer solchen Funktion ein 
geometrisches Substrat haben, auf dem sie als eindeutige und stetige 
Funktion des Ortes ausgebreitet werden kann, so muß man sich die 
zweiblättrige RiBMANNSche Fläche noch m-fach überdeckt vorstellen ; 
ebenso wie man sich (vgl. I, §§ 55, 67) die Ebene, bezw. die Kugel 
mehrfach überdeckt vorstellt, um auf diesen Flächen mehrwertige 
Funktionen zu untersuchen. Es ist nicht leicht, sich von einer 
solchen m- fachen Überdeckung einer RiEMANxschen Fläche eine 
einigermaßen klare Vorstellung zu verschaffen, wenn man an der 
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mehrblättrig über der Ehene oder Kugel ausgebreitetea Gestalt 
einer solchen Fläche festhält. Dagegen hat es gar keine Schwierig- 
keit, sich eine solche Übcrdeckung der Torusfläcbe TOrausteUen, in 
die wir in § 2 die zweiblättrige Fläche mit vier Yerzweigungs- 
punkten deformiert haben. Eine solche Tomsfiäche kann ebenso 
bequem wie die einfache Kugel mit einer Anzahl Blätter überdeckt 
werden, die in geeigneter Weise durch in Verzweigungspunkten 
endigende Übergangslinien miteinander in Verbindung stehen. 

Dabei tritt aber eine Möglichkeit auf, die auf der Kugel aus- 
geschlossen ist. Wollen wir die Kugel mehrfach überdecken und 
die verschiedenen Blätter der Überdeckung in tjbergangslinien mit- 
einander zusammenhängen lassen, so müssen diese Ubergangslinien 
notwendig in Verzweigungspunkten endigen. Geschlossene Ubergangs- 



linien sind auf der Kugel 
auf der Kugel zerlegt b: 
führen 



illusorisch. Denn jede geschlossene Linie 
zwei ganz voneinander getrennte Teile; 
also durch beide Blätter einer doppelt 
überdeckten Kugel einen Schnitt L aus, der das 
eine Blatt in Ä und £, das andere in Ä und B' 
zerlegt, und heften nun ^ an jS" and Ä' an B 
(Fig. 46), so haben wir einfach zwei Kugeln [Ä-^B") 
und [Ä + B) vor uns, die längs £ durcheinander 
-p. " durchgesteckt (miteinander verschlungen) sind. Wenn 

also nicht etwa noch an andern Stellen Zusammen- 
hang zwischen beiden Blättern stattfindet, ist er durch die Über- 
gangslinie L auch nicht hergestellt; die beiden Kugeln {Ä + B) 
und [Ä' + B') haben nur die Stücke B und B' miteinander aus- 
getauscht. Bin auf einer derartigen doppelten Überdeckung stetig 
ausgebreiteter Wertevorrat würde nicht eine zweiwertige, sondern 
zwei getrennte einwertige Funktionen vorstellen; es würde nicht 
möglich sein, durch analytische Fortsetzung von der einen zu der 
andern zn gelangen. 

Auf der Torusfläche ist das anders. Denn eine solche wird 
nicht durch jede geschlossene Linie in zwei getrennte Teile zerlegt; 
z. B. nicht durch einen Meridiankreis. Infolgedessen erhalten wir 
eine einzige zusammenhängende Fläche, wenn wir zwei ineinander- 
steckende, längs eines Meridiankreises aufgeschnittene Torusflächen 
längs dieses Schnittes kreuzweise aneinanderheften. Bezeichnen wir 
nämlich die beiden an den Schnitt anstoßenden Gebiete des einen 
Blattes bezw. mit Ä, B, die des andern mit A', B', so ist es sowohl 
mögheb, über die Ü bergan gslinie hinüber von A nach B' und von 
J! nach B zu kommen, als auch, etwa längs eines Parallelkreises 
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der Fläche, von A nach £' und von A' nach £. Ein auf einer 
solchen doppelt überdeckten Eingfläche stetig ausgebreiteter Werte- 
Torrat wird also eine auf der einfachen Eingfläche zweiwertige 
Fiinktion vorstellen, die relativ zu dieser nirgends veraweigt ist 

In der That haben wir solche auf der Fläche zwar vieldeutige, 
aber un verzweigte Funktionen bereits in den Integralen I. und 
IL G-attung kennen gelernt Überhaupt ist jede eindeutige Funktion 
von u eine auf der Fläche unTcrzweigte Funktion. 

Diese letztere Behauptung gestattet folgende Umkehrung: 

III. Jede auf unserer zvseibläUrigen Fläche unverzweigte und von, 
wesentlichen &igulariläten freie Funktion ist eine eindeutige Punk- 
tion von M. 

Es ist nämlich nach § 7, V die zu irgend einem Punkt der 
Fläche gehörende regularisierende Hilfevariable stets eine regidäre 
Funktion von u. Ist also eine Funktion auf der Fläche gegeben, 
die in der Umgehung jedes Punktes, in dem sie überhaupt definiert 
ist, eine eindeutige Funktion von t ist, so wird sie als Funktion 
von u betrachtet in der Umgebung jedes Punktes u, für den sie 
definiert ist, sich entweder regulär verhalten oder einen Pol haben. 
Daraus wird geschlossen werden können, daß sie eine in ihrem 
ganzen Definition sbereicbe eindeutige Funktion von u ist, sofern 
dieser Bereich einfach zusammenhängend ist Das wird namentlich 
dann der Fall sein, wenn dieser Bereich die ganze w-Ebene über- 
deckt; dazu ist aber erforderlich, daß der Definitionsbereich auf der 
Fläche die ganze Fläche überdeckt, da nach den Ergebnissen des 
VI. Abschnitts jedem Wert von « ein Punlrt der Fläche entspricht. 



§ 113. Endlichvieldeutige unverzweigte Funktionen auf der ellip- 
tischen RiEMAKN'schen Fläche; 
(las altgemeine Transformationsprobtem. 

Ist eine eindeutige Funlttion von u, f(u), als Funktion von z 
betrachtet, auf unserer Fläche endlichvielAeutig, sodaß zu ihrer 
Darstellung nur eine Überdeekung der Fläche mit einer endlichen 
Blätterzahl erforderlich ist, so können die unendlich vielen Werte 
(bezw. Funktio US demente): 

f{u + 2 Aj w,), /<! = 0, ± 1 , + 2 ... in inf. 

nicht alle voneinander verschieden sein. Es muß also notwendig 
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mindestens zwei ganze Zahlen Aj, lij von der Beschaffenheit geben, 
dsß identisch, d. h. für alle Werte von u, die Gleichung besteht: 

Ersetzen wir in dieser Gleichung u durch m — 2 A, öj^, und schreiben 
m^ für k^' ~ Äj, 30 sagt sie aus: es giebt eine ganze Zahl m^ von 
der Beschaffenheit, daß identisch: 

2) /■(» + 2 »,,„,)_/■(«) 

ist Da wir ebenso eine Zahl m.^ so bestimmen können, daß 
identisch : 

3) /■(« + 2 ».,„,)./■{») 
ist, so können wir den Satz aussprechen: 

I. Jede auf unserer zweiblättrigen Fläche endlich vieldeutige, urv- 
verzweigte und von loesentlichen Singularitäten freie Funktion ist eine 
elliptische Funktion des Integrals I. Gattung, für die aber nicht schon 
die Periodiciiätsmoduln dieses Integrals, sondern erst gewisse Vielfache 
derselben Perioden sind. 

Die Bestimmung der Funktionen des Poriodenparallelogramms 
{2 »M^ (»j , 2 Hij (Og) aus den Funktionen des Periodenparallelogramms 
(2(Dj, 20J3) kann in zwei Schritte zerlegt werden, indem man von 
Wj, ((J3 zuerst ZU: 

und dann erst zu: 

übergeht. Da wir vermöge der linearen Periodentrausformation T 
die beiden Fundamentalperioden vertauschen können, sind die beiden 
durch (4) und (5) geforderten Schritte im wesentlichen von der- 
selben Natur und es genügt, wenn wir uns mit einem von ihnen 
beschäftigen. 

n. Den Übergang von Funktionen des Perittdenparalleiogramms 
(SftJj, 2wg) zu solchen des Periodenparallelogramms (2wiö)j, 2 «3) be- 
zeichnet man als IVansformation m'™ Grades der elliptischen Funk- 
tionen (vgl. § 106). 

(In älteren Büchern wird dieses Problem als das inverse, seine 
ümkehrung als das direkte Transformationsproblem bezeiclmot.) 

Ist m eine zusammengesetzte Zahl, = fiv, so sieht man, daß 
man das Problem der Transformation m^° Grades dadurch erledigen 
kann, daß man erst eine Transformation iM**", dann eine i/**" Grades 
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vornimmt. Wir dürfen uns daher auf die Betrachtung primzahliger 
Tranaformationsgrade beschränken. 

Sei also m eine Primzahl, /'(m) irgend eine elliptische Funktion 
des Periodenparallelogrammä (2mtd^, 2 Wg). Vermehren wir das 
Argument u um irgend welche Perioden des ursprünglichen Systems, 
80 erhalten wir aus jedem Werte f{u) im ganzen m verschiedene 
Werte: 

hei Vermehrung ¥on u um irgend welciie Perioden des ursprüng- 
lichen Systems werden diese m Werte nur unter sich vertauscht. 
Ihre symmetrischen Funktionen bleiben also dabei ganz ungeändert; 
daraus folgt: 

m. Jede elliptische Funktion mit den Perioden (2mai^, 2 a^) 
genügt einer algebraischen Gleichung m'™ Grades, deren Koeffizienten 
elliptische Funktionen mit den Perioden (2k>^, 2 m^ sind. 

Wir Itönnen aber von dieser algebraischen Gleichung noch mehr 
aussagen. Denn durch Vermehrung von n um Perioden können 
wir nicht jede behebige Vertauechung der m Funktionswerte (6) er- 
reichen, sondern nur ganz bestimmte. Gehen wir z. B. Ton der 
Anordnung: 

/;, A„ f...--!.-,. f..-,. f.-i 

aus, so erhalten wir aus ihr durch wiederholte Vermehrung des 
Arguments um 2 r«, nur die folgenden m — \ weiteren Anordnungen: 

/;, ü, f,---f..-2, r..-i, f. 



') 



/.-„ /-i, /■..../;.-,„ A.-i. f.- 
/:-!, /., /■..../-., /;.-., f.- 



und hierauf wieder die ursprüngliche. Man kann diese Umsetzungen 
sehr einfach durch Kongruenzen zwischen den Indices charakteri- 
sieren; fiir die A^^ von ihnen ist: 

8} K = k + k (mod. m). 

Man pflegt das in der in der Algebra üblichen Terminologie (vgl. 
§ 104, VI) so auszudrücken: 

IV. Die Monodromiegruppe des 'Uransformationsproblems in Bezug 

auf die elliptischen Funktionen des ursprünglichen Periodenparallelo- 
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ffvamms ist die durch die Kongruenzen (8) charakterisierte cyklische 
6rv,ppe. 

Daraus geht hervor, daß die algebraische Gfleichnng, deren 
Existenz unter (III) behauptet wurde, von sehr spezieller Natur ist: 
nicht allein ihre Koeffizienten, also die symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln sind bekannt, sondern auch noch gewisse unsymmetrische 
Fanittionen derselben. Jede rationale Funktion der f^ nämlich, die 
unverändert bleibt, wenn man auf die /j eine der Vertauschungen (7) 
ausübt, bleibt ungeändert, wenn man u um eine der ursprünglichen 
Perioden vermehrt, ist also eine elliptische Funktion des gegebenen 
Parallelogramms. Eine solche Funktion können wir uns auf fol- 
gende Weise verschaffen: 

Wir bilden Kunächst, indem wir; 



setzen, die „JjAßKANGKScke Resolventenfunktion" : 

10) i'\-fo + 'f, +''!; + ■■■ +••■-'/.- 1- 

Für sie ergiebt sich: 

... I -f, (» + 2'»,) - A + «/i + =v; + • • ■ + •■• - v; 

(und natürlich J'\{u + 2^^) = F^ {u)). Diese Funktion ist also eine 
elliptische Fimktion 11. Art, imd ihre n'" Potenz ist eine elliptische 
Funktion I. Art. Kbenso wird gezeigt, daß die m^™ Potenzen der 
m ~ 1 Funktionen 

12) F^ = f^ + «Yi + «''Ys + ■ ■ . + f'"'- 1' Y«- 1. h^\,2,...m~\ 
elliptische Funktionen I. Art sind, sowie auch die Funktion 

13) -'^o=^+/l+/■3 + ■■■ +/■.»-!■ 

Diese Funktionen F^" imd F^ kann man durch die Fimktionen 
pn und p'n des ursprunglichen Periodenparallelogramms rational 
ausdrücken, sowie man die Pole der Funktion f{ii) und die zu- 
gehörigen Entwicklungskoeffizienten kennt. Die Bestimmung der 
Funktionen #j selbst scheint dann auf den ersten Blick noch die 
Ausziehung von (m— 1) m*™ Wurzeln zu erfordern; man überzeugt 
sich jedoch folgendermaßen, daß die Ausziehung einer einzigen 
solchen Wurzel genügt: Ebenso wie die Funktion F^ der Glei- 
chung (10) genügt, genügt F^ der Gleichung: 
14) i'i(« + 2»,)_,->i".(„). 
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Daraas folgt, daß 

eine elliptische Funktion I. Art ist, die wir wieder aus ihren Polen 
und Entwieklungskoeffizienten hestimmen können. Also bedarf es, 
sobald -f, bekannt ist, keiner weiteren Wurzelausziehung mehr, um 
sämtliche F-^^ zm hestimmen. Sind sie gefunden, so bedarf es zur 
Bestimmung der f^ nur noch der Auflösung der linearen Glei- 
chungen"(IO), (12) und (13), die vermöge elementarer Eigenschaften 
der Einheits wurzeln durch die Formel geschieht: 

15) f^ = l-{F^+^-''I<\^i--^<^F.^^- ... +(-(■"-')"/:„_ 0- 

Wir können also sagen: 

"V. Das Transformationsprohlem läßt sich durch Äusziehung einer 
m"" Wurzel losen. 

Man beachte aber wohi, in welchem Sinne dieser Satz allein 
bewiesen und überhaupt richtig ist. Wir haben im Laufe der 
Untersuchung ohne weiteres alle rationalen Funktionen des ursprüng- 
lichen Periodenparallelogranims als „rational bekannt" angesehen. 
Das sind sie auch, da man sie nach § 24, III rational durch die 
Funktionen pxi und p'u dieses Parallelogramms ausdrücken kann — 
aber nur insofern man sich über die Natur der Koeffizienten dieser 
Ausdrücke keine Soi^en macht. Fragt man aber nach diesen, so 
sieht man: es sind Funktionen der Perioden, die nicht bei beliebigen 
Unearen Transformationen derselben ungeändert bleiben, sondern 
nur bei solchen, bei welchen die Periode ro^ ungeändert bleibt; also 
Modulfunktionen, die zu der in § 106 definierten Untergruppe der 
Modulgiupje gehören Wir müssen also ^itz V durch den Ziisatz 
ergänzen 

VI Satz J gilt m dem ^mne daß dabei die transformierten 
Moduln als bekannt angesehen t ei den r>u en lon denen na in § 106 
bei-eits et u ahnt hab n daß sie i>ch nicht diiirJ Jim elziehen be- 
stimmen lasten 

§ 114. Das allgemeine Teilungsproblem. 

Nahe zusammen mit dem allgemeinen Transformationspi'obleni 
hängt das in § 104 schon formiilierte allgemeine Teilung s-problem, 
d. h. die Aufgabe: 

I. Gegeben sind die Uferte der elliptischen Funktionen eines be- 
stimmten Periodenparallelogramms für das Argument u; gesucht die 
Werte der Funktionen desselben Parallelogramms für das Argument ujn. 
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Sei f{u I «, , (Ug) die vorgelegte Funktion. Unbeschadet der 
Allgemeinheit dürfen wir voraussetzen, sie sei eine homogene Funktion 
der drei Variabein u, Wp 0)3, d. h. es gebe einen Exponenten k von 
der Beschaffenheit, daß für jedes Wertesystem dieser drei Variabein 
und für jeden Faktor n: 

A(»«|»o„«r„,) = »«/>l"u ■».) 
ist. Denn jede beliebige elliptische Funktion kann aus Funktionen 
dieser Eigenschaft, nämlich aus pu und p'u, zusammengesetzt werden 
{§ 17, IV; § 24, ni).- Dann ist aber die Aufgabe der Bestimmung 
von /'(— <0j, «gl identisch mit der derBestimmungvon/'(M|M(Oj,Jiö)g), 
also ein spezieller Fall der in § 113, I besprochenen allgemeinen 
Aufgabe (für wij = iWg = w). Ihre Lösung kann daher ganz wie es 
dort geschehen ist, in zwei Schritte zerlegt werden, indem man von 
/'(?(|ß3j, öjg) zunächst zu f{u\nri)^, a^ und dann von diesem zu 
/'(m[mo)j, Kcdg) übergeht. Wir sprechen dioaen Satz noch einmal in 
ausdrilcklicher Fonnulierung so aus: 

II. Die Lösung des allgemeinen n-Teilungsproblems geschieht da- 
durch, daß man nacheinander zwei Fransformationen n'™ Grades aus- 
führt; sie erfordert also die Äusziehung zweier m'"' Wurzeln. 

Auch bei diesem Satze, wie bei § 113, V, sind die Modulfunk- 
tionen m'™' Stufe als schon bekannt anzusehen. 



g 115. Die quadratische Transformation von pu. 

Die allgemeinen Anaäti^e der beiden vorhergehenden Paragraphen 
mögen für den einfachsten Fall w = 2 noch im einzelnen durch- 
geführt werden. 

Was zunächst die Transformation zweiten Grades betrifft, so 
haben wir zufolge § 113, (10), (13), wenn wir abkürzend pu für 
;)(?ij2Mj, ög) schreiben, die beiden Funktionen zu betrachten: 

/'«+/'(« + 2«i), 
(pu-p{u + 2^,)Y. 

Die erste ist, als i^inktion des ursprünglichen Periodenparallelo- 
gramms, eine Funktion zweiter Ordnung, die bei w = unendlich 
wird, wie 



i-+y(2ri 
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§ 115. Dh quadraiis^e TS-anaformaiion von pu 



I) pu+p(2,.,,y, 

die zweite ist eine Funktion vierter Ordnung, die bei 7/ = un- 
endlich wird, wie; 

also gleich: 

(vgl. § 24, I). Man erhält also; 

3) 2pu =pu+p (2w,) ± yip"M - 2p[2o^pu'+J^{2^) . 

Man sieht, übereinstimmend mit Satu VI Ton § 113, daß in 
diesen Formeln die transformierte Modulfunktion p (2 w,) = e^^ auftritt. 

Man kann die Beziehung zwischen ;>w und pu auch auf anderem 
Wege erhalten, indem mau umgekehrt pu als Funktion des Perioden- 
parallelogramms (2ft»j, 2wg) betrachtet. Als solche wird sie un- 
endlich groß in den beiden für dieses Parallelogramm inkongruenten 
Punkten und 2 öJj, ist also 

4) ^pu+p{u + 2w,). 

Ersetzt man den zweiten Summanden durch seinen Wert aus § 23, (6), 
so erhält man nach einiger Umrechnung: 

Man kann übrigens auch Gleichung (4) (einfacher noch die aus 
ihr durch Differentiation nach u sich ergebende Gleichung für p'u) 
direkt aus der definierenden Parti albruchentwicklung (§ 17, (3) 
oder (4)) gewinnen, indem man in ihr die Glieder mit geradem und 
die mit ungeradem k^ je für sich zusammenfaßt. 

Zu den Funktionen des Periodenparalielogi-amnis {4m^, 2m^) 
gehört nach § 33, II auch der Sigmaquotient 

er muß sich daher rational durch p u und p u ausdrucken lassen, 
und zwar, da er eine ungerade Funktion ist, als Produkt aus p' u 
in eine rationale Funktion von pu. Man erhält diesen Ausdruck 
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durch Vergleichung der Formeln dieses Paragraphen mit § 30, (5), 
oder durch Vergleichung der Pole und Besidnen. Man findet; 

(nach § 28, (4)). 

§ 116. Algebraische Formulierung des allgemeinen 
Transformationsproblems. 

Die Entwicldungen der vorhergehenden Paragraphen zeigen : 
wenn x = p{u\w^, roj, }/ = p[u\n(i)^, m^) gesetzt wird, so sind ^■ 
und "|/Ä' rationale Funktionen von i/ und l/T. Man kann diesen 
Sa.t2 auch anders wenden, indem man an die Integrale anknüpft; er 
sagt dann ans: wenn ein elUptisdiea Integral J. Gatümp: 



J yx 



yx 

vorgeleyt ist, so ist es in mannifffaltit/er Weise möglich, x und yX so 
als rationale Mtn/ctionen einer neuen Variabein y und der Quadrat- 
wurzel aus einer ganzen Funktion dritten, oder vierten Grades Y von y 
auszudrücken, daß: 



/dx C dy 
y~x ^J y'Y 



wird. Man kann dieses Problem auch algebraisch angreifen; wir 
wollen uns aber dabei auf den Fall beschränken, daß ^ eine rationale 
Funktion ¥on y allein, ohne "j/Z werden soll,^ 

Sei X = -^- , unter (/, V teilerfremde ganze Funktionen 
„ten Grades Ton y verstanden. Dann geht das Integral: 

2) 

über in; 

3) 



' Olme Beweis sei eiwdhnt, daß dei Allgemeine Fall auf diesen speziellen 
durch Anwendung der AJditionaliieoieme zniuckgeflihrt werden kann. 



„ r " 




,J 1/ (K - «„) {X - «,) 1^ - crj) {^ - "s) 




Vdü- UdV 




y(t;-.. F)W-o, F)(£/-«, F)(p-., 


, ">' 
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§ 116. Algebraische Formidierung des allg. Transfm-maHonsprobhrns. 285 

und dieses Integral ist dann, und nur dann ein elliptisches, wenn 
Tou den 4w linearen Faktoren, in die die ganze Funktion(4M)'™ Grades 
unter dem Wurzelzeichen zerlegt werden kann, nur rier unter ihm 
stehen bleiben, während die 4ra — 4 übrigen paarweise einander 
gleich sind, sodaß eine Funktion (2 «—2)*«" Grades vor das Zeichen 
gesetzt werden kann. Nun können zwei der Funktionen U — a^^V 
keinen Faktor gemein haben; denn da die a^ alle Toneinander ver- 
schieden sind, wäre ein solcher Faktor auch m V und 7 enthalten, 
gegen die Voraussetzung, daß U und V teilerfiemd sem sollten 
Also ist das transformierte Integral dann, und mm? dann ftn ellip- 
tisches, wenn die vier Funktionen V — t/^T zusammengenommen gerade 
2 n — 2 Soppelfaktoren haben. 

Dann ist es aber auch stets ein Integral erster Gattung. Denn 
jeder Doppelfaktor einer der Funktionen U ~ a^F ist zugleich ein- 
facher Faktor von ,- — «i,-,--! also auch Faktor Aqy Funktional- 
dx " da: ' 

determinante : 

' dm dm 

und hebt sich folglich aus Zähler und Nenner von (3) heraus. Die Funk- 
tionaldeterminante scheint nach ihrer Definition vom Grade 2n — 1 
zu sein; in der That ist sie nur vom Grade 2w— 2, da die Glieder 
(2« — !)'*'^ Ordnung sich wegheben. Daraus folgt, da£ die Funktional- 
determinante unter den gemachten Voraussetzungen jedenfalls dann, 
wenn ihre 2« — 2 Faktoren alle verschieden sind, gerade aus dem 
Produkt jener 2w — 2 Doppelfaktoren besteht, sich also aus Zähler 
und Nenner von (3) vollständig weghebt. Es bleibt also im Zähler 
nur dy, im Nenner die Quadratwurzel ans einer ganzen Funktion 
dritten oder vierten Grades Ton y stehen; das transformierte Integral 
ist also ein elliptisches Integral erster Gattung von y, w. z, b. w. 

Die Gleichung zwischen x und y ist natürlich nur insofern be- 
stimmt, als man sowohl auf x, wie auf y noch eine lineare Trans- 
formation (§ 62) anwenden kann. Man kann versuchen, sie diu:ch 
geeignete "Wahl dieser Transformationen möglichst zu vereinfachen; 
wir wollen das an den einfachsten Beispielen durchführen, 

Im Falle k = 2 müssen zwei von den Faktoren ü ~ c^F voll- 
ständige Quadrate linearer Funktionen von y werden; wir können 
aaf y eine Kneare Transformation ausüben, sodaß der NnUpunlit 
einer dieser Funlctionen nach 0, der der andern nach c© Mit 
Ferner können wir dulch eine lineai'e Transformation von a: erreichen. 
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daß von den zugehörigen Verzweigungspunkten der Fläche über der 
A'-Ebene auch der eine nach 0, der andere nach co i^Ut. Dann 
hat die Gleichung zwischen x und y. einfach die Form: 
5) , - ,/ 

und man erhält so den Satz: 

Jedex elliptische Integral der Form: 

wird durch die quadratische Transformation (5) nberqefährt in ein 
ebensolches Integral der Form: 



7) 






Man kann also die quadratischen Transformationen, die ein vor- 
gelegtes elliptisches Integral zuläßt, sofort angeben, sowie man seine 
Verzweigung spunkte kennt: die Aufsuchung der möglichen quadratischen 
Transformationen und die Auflösung der Gleichung f(x) = sind 
äquivalente algebraische Probleme. 

Hat insbesondere das vorgelegte Integral (6) die erste Normal- 
form (§ 63), 80 erscheint das transformierte Integral (7) in der 
dritten {§ 65). Man kann also ein elliptisches Integral dadurch auf 
die LBQBNDBESche Normalform bringen, daß man es erst durch eine 
lineare Transformation in die erste Normalform überführt und dann 
eine quadratische Transformation anwendet. Von dieser Methode 
wird in älteren Schriften vielfach Gebrauch gemacht. 

Hieraus erklärt es sich auch, weshalb bei unserer Entwicklung 
die Funktionen Jacobis, die ursprünglich als TJmkehrungsfunktioneu 
von Integralen der LEGENDKEschen Normalform definiert waren, als 
Funktionen zweiter Stufe auftraten: setzt man z. B. 

3) .=,.-.„ ,,_^, 

SO besteht zwischen x und g die Gleichung (5) und man erhält 
einerseits aus § 18, (9): 

andererseits aus § 34, (8): 

10) u - f- 

in Übereinstimmung mit den Formeln (6) und (7). 



Vi!,(p- 


- l<,~ «,))(»- 


' 1^3 - 


«,)) 


(8): 


•ll 
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übrigens ist durch diese Überlegungen auch eine im XI, Ab- 
schnitt noch beiseite gelassene Frage beantwortet, nämlich die nach 
der Abhängigkeit des in der LE&ESDEEsciien Normalform auftretenden 
Koeffizienten ja* ¥om Periodenverhältnis r. Man sieht: 

Wird ein elliptisches Integral durch eine lineare Transformation 
in die LEGEHDBEsche Normalform übergeführt, so erhält die auf- 
tretende Konstante /t* einen der 24 verschiedenen Werte von K (2 r). 

Wir wollen uns noch direkt davon überzeugen, in welcher Weise 
die Perioden der Integrale (6) und (7) miteinander zusammenhängen. 
Wir sehen: 

Dem Periodenweg A des Integrals (6), der von — co auf der 
einen Seite der Halbaxe der negativ reellen Zahlen nach 0, um 
herum und auf der andern Seite jener Halbaxe nach — oo zurück- 
führt, entspricht in der »/-Ebene ein Weg längs der Axe der rein 
imaginären Zahlen von co über nach co zurück. Dieser Weg kann auf 
eine Umkreisung von y»^ und Yu^, oder von — "^c.^ und — "[/eig 
zusammengezogen werden, ist also auch für das Integral (7) ein 
Perioden weg. 

Dem Wege B, der die Punkte und k^ umgiebt, entspricht 
auf der i/-FIäcL6 ein Weg, der vom Nullpunkt des einen Blattes 
um l/ßg (oder um — ^a^) herum nach dem Nullpunkt des andern 
Blattes zurückführt, also un^eschlossen ist. Durchlaufen wir dann 
den Weg £ in der a;-Ebeno noch einmal, so werden wir auf der 
y-Fläcbe um den Punkt — "[/kj (bezw. + y«g) herum nach dem 
NuUpunkt des ersten Blattes zurückgeführt. Es ist also nicht 2ft)j, 
sondern erst 4«öj eine Periode des Integrals (7). Es folgt also: 

Wenn x durch die Gleichung (6) als ellipüsehe Funktion von u 
mit den Perioden 2 Wj und 2 a^ definiert ist, wird g = yx durch die 
Gleichung (7) als elliptische Funktion von u mit den Perioden 4 gj^ 
und 2m^, also durch die Gleichung: 

dy 






"s) 



als elliptische Funktion von u mit den Perioden 2 Wj und a^ definie^-t. 
Im Falle « = 3 müssen alle vier Faktoren U — a^V }& einen 
Doppelfaktor haben. Sind aber U, V Formen dritten Grades, so 
giebt es überhaupt im allgemeinen nur vier Formen U—aV, die 
einen Doppelfaktor haben; denn die Diskriminante einer Form 
dritten Grades ist vom vierten Grade in den Koeffizienten. Es folgt 
daraus, daß jede beliebige rationale Substitutionsfunktion dritten 



y Google 



Teilung v/nd Transformation. 



Grades y = VjV geeignet iat, ein und nur ein elliptisches Integral 
erster Gattung in ein ebensolclies zu transformieren. Die Frage 
dagegen: welches sind die möglichen Transformationen dritten 
Grades, die ein vorgelegtes elliptisches Integral erlaubt, führt auf 
das algebraische Problem: alle Büschel von kubischen Formen zu 
finden, deren Diskriminante als Funktion des Büschelparameters 
vorgegebene Nullpunkte hat. 

§ 117. Transformation von Funktionen höherer Stufe. 

Wenn es sich darum handelt, den Wert zu bestimmen, den 
eine elliptische Funktion höherer Stufe (§ 103 a, E.) — sie heiße 
fp{u) — für die transformierten Perioden annimmt, so kann man 
so verfahren, doli man zueilt nach Anleitung von § 113 die 
Funktionen p u und ji u bestimmt und dann noch die Gleichung 
auflöst, die Tp (?/) mit diesen Funktionen verbindet Man kann aber 
auch den uibpiunglichen Wert der l'unktion <p{u) als gegeben be- 
trachten; dann kennen Eeduktionen ganz derselben Art eintreten, 
wie wir sie bei dem Pioblem der Transformation der Modulfunk- 
tionen höheiei btufe m § 105 als möghch erkannt haben. Ein 
genaneres Eingehen wuide wie dort zahlreiche Fallunterschiede 
erfordern. 

Was speziell die Tianaformation der Funktionen zweiter Stufe 
und der zu ihnen m enger Beziehung stehenden Thetafunktiouen 
betrift't, so hat man zu deren Behandlung auch noch verschiedene 
andere Mittel Man kann z. B. in den unendlichen Produkten für 
die Sigma-, bczw die Thetafunktionen (§§ 21 und 31) immer alle 
diejenigen Terme für sich zusammenfassen, deren Index modvdo der 
Transformationszahl zu einem bestimmten Eest kongruent ist; man 
kann femer ein analoges Verfahren auf die Thetarez'Äen anwenden; 
man kann endlich die fertigen Formeln mit Hilfe der Sätze des 
V. Abschnitts verifizieren. 

§ 118. Realitätsverhältnisse bei quadratischer Transformation. 

Wir wollen noch, als Ergänzung zu den Entwicklungen des 
X. Abschnitts, zusehen, wie sich hei quadratischer Transformation 
die Reahtäts Verhältnisse gestalten. 

Dabei können wir an die einfachste Form anknüpfen, in der 
uns diese Transformation begegnet ist, nämlich an die Formeln (5) 
bis (7) von § 116. Sie zeigen: Wenn das Doppel Verhältnis l der 
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Verzweiguiigspnnkte der TOi^elegten Fläche (über der jr-Ebene) reell 
und positiv ist, wird auch das der Verzweigungspunkte über der 
?/-Ebene reell; ist aber X negativ, so erhalten wir in der y-Ebene 
zwei reelle und zwei konjugiert imaginäre Verzweigungspunkte. 
Umgehekrt können wir also ein Integral mit zwei reellen und zwei 
konjugierten Ver zweigung spunhten in ein solches mit vier reellen Ver- 
zweigungspunkten transformieren, indem wir es zuerst auf die 
LBGENDBESche Nonnalform bringen und dann von dieser durch die 
quadratische Transformation; 

zur ersten Normalform übergehen. In der That: ist das aus 2<0j 
und 2(ög gebildete Periodenparallelogramm ein Ehombus (§ 88, I), 
80 ist das aus 2wy und 2g),^ gebildete ein Rechteck; der Übergang 
von ft), und m, zu; 



ist aber eine quadratische Transformation. Man erhält ilm durch 
die drei succeasiven Schritte; 

f,y^ = 6»j + m^, Wg' = oig (lineare Transformation); 

m^ — 'o^' , öjg =2(03' (quadr. Transformation); 

(üj = — f<\ , W3' = w, — Wg (lineare Transformation). 



§ 119. Complexe Multiplikation. 

Die Formeln § 89, (7) und § 90 (4) legen die Frage nahe: 
unter welchen Umständen kann, wenn f (w) eine elliptische Funktion 
mit den Perioden (2 w^, 2 Wg) ist, <p(pv) für einen nicht ganzzahligen 
Wert von (i eine elliptische Funktion mit denselben Perioden sein? 

Vermehren wir u um 2m^, so vermehrt sich jim um 2fi(0y 
Schreiben wir dann für (tu wieder u, so erhalten wir die Gleichung: 

1) rp[u + 2f,>ü,)^<p(n), 

mit andern Worten, 2|[kMj muß eine Periode von (f<(u) sein. Nehmen 
wir an, 2ai^, 2e>g seien ein primitives Periodenpaar von (f)(u) (was 
wir doch unbeschadet der Allgemeinheit dürfen), so folgt aus 
der Gfleichung (1) und der entsprechenden Gleichung für Wg die 
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Teilung und Trans fm-mation. 



Existenz von vier ganzen Zahlen, k, ß, y, d' von der Be- 
schaffenheit, daß; 

ist, oder; 

( ü. = « + (3r 

I ^T = / + Ol. 

Alis diesen Gleichungen ergielit sich, wenn zur Abkürzung gesetzt wird: 

4) uS-ßy^n, 

durch Elimination von t für ,a die Gleichung zweiten Grades mit 
ganzzahligen Koeffizienten: 

5) ^^-{« + <)>+". = 

und durch Elimination von /i die Gleichung derselben Art für z: 

6) ßT^ + {a-S)T~r-0. 

Dei Fall, diß diese Gleichung identisch, d. h. für alle Werte 
^on t besteht, daß also i = y — 0, a = S ist, bedingt /i = a = ü, 
tuhit ilso auf die m ^ J7 bereits behandelte ganzzahlige Multi- 
plikation zurück Man diuckt das so aus: 

I Mulhphkaüon mit einer andern als einer ganzen Zahl kann nur 
stattfinden wenn das PeriodenverhäUnis Wurzel einer algebraischen 
Gleichung zueiten Giades mit ganzzahligen Koeffizienten ist. 

Wir nennen ein solches Periodenverhältnis ein singuläres, indem 
wu den Sitz als bekannt voraussetzen, daß nicht jede Zahl Wurzel 
einer solchen Gleichung ist.^ 

Die Wurzeln diesei Gleichung müssen nach § 11, IV complex 
sein; es muß also: 

7) _D - - 4 /9 ;- - (« - ^y = 4 M - (ß + Sf 
und umsomehr n positiv sein. 

Ist umgekehrt r Wurzel einer ijuadrati sehen Gleichung mit 
ganzzahligen Koefözienten, die nicht alle einen gemeinsamen 
Teiler haben: 

8) ät'^ -\- Bt + C^\), 

' Übrigens sei ohne Beweis bemerkt, daß die singiilaren Werte in der 
T-Ebene überall dicht liegen. 
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und ist: 

9) A^iÄC^ B'^ 

positiv, so wird die allgemeinste Grleiclmng der Foiin (6), der r ge- 
nügt, ei'halten, indem man mit x eine ganze Zahl bezeiclraet und; 

10) ß=Ax, y^-Cx, u~S=^Bx 
setzt. Setzt m;in noch: 

11) it+S-u, 
so wird: 

Vi) n-^i,{f+Ax% 

^ - B + i-\/ä ^ 2 

^ 2Ä ~ -B- iy'Ä 



13) 



14) iJ.=^a + ßr^l(i, + iT]/A). 

"Was den wirklichen Aus drack vony>{/iM) durch die elliptischen 
Funktionen von u betrifft, so ist zu beachten: Aus den Glei- 
chungen (2) folgt, daß die sämtlichen Punkte 

15) /IM + 2 jwAj öJj + 2 fik^Wg, 
die aus einem System kongruenter Punkte 

„ + 2 Aj (ö, + 2 A3 W3 

durch Multiplikation mit /* hervorgehen, selbst untereinander kon- 
gruent sind. Umgekehrt aber erhält man auf diesem Wege nicht 
alle zu iiit kongruenten Punkte, sondern nur solche Punkte 

für die es möglich ist, die Gleichungen: 

'^' 1 K = ß'h + '^K 

in ganzen Zahlen aufzulösen; und das ist nur dann für alle ganz- 
zahhgen Werte Ton A/ und ft^' der Fall, wenn die bei dieser Auf- 
lösung als Nenner auftretende Determinante n gleich 1 ist (vgl. 
§ 67, (3)). Wenn also n nicht gleich 1 ist, zerfallen die zu /lu 
kongruenten Punkte in mehrere, sagen wir v, Klassen, deren jede 
aus einer Klasse untereinander kongruenter Punkte u hervorgeht; 
und es ist dann (p{iiu) eine elliptische Funktion der Ordnung k.v, 
wenn f(u) eine Funktion der Ordnung k ist. Insbesondere kann 
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es nur für n ^= t ullrpüsche Funktionen <f(u) geben, für die eine 

Gleichung der Form: 

17) y(f.«) = cyM 

besteht. 

G-leicliHng (12) zeigt, daß aus n = 1 folgt: eiitweclt;r :v = 0, 
y — 2, was die identische Transformation ergiebt; 

oder :.■- + !, y-+l, A = i, ^ ^ ^1-^^'^'^ ) 

oder .r = ±2, y = 0, A = \, n = ±i. 

II. Die beiden in den §§ 89 und 90 behandelten speziellen Fälle 
elliptischer Funktionen sind also in der That die einzigen, bei denen 
Gleichungen der Form: 

(p{(iu) ^c(fi[u) 
für nicht reelle lf'~erte von fi, bestehen. 



DKEiZEHNTEE ABSCHNITT. 



Numerische Berechnung elliptischer Integrale 
und Funktionen. 

§ f20. Berechnung des Wertes eines elliptischen Integrals I.Gattung. 

iiachdem wir nun in den Besitz aller erforderlichen Hilfs- 
mittel der Theorie gelangt sind, können wir uns der Frage zuwenden, 
in welcher Weise schließlich numerische Rechnung en zu führen 
sind, in denen elliptische Funktionen auftreten. Es handelt sich 
dabei namenthch um zwei Aufgaben: einmal um die Berechnung 
des Wertes eines elüptischen Integrals, dessen Koeffizienten und 
Grenzen numerisch gegeben sind, dann um die numerische Lösung 
des Umkehrproblems. 

Wir beschäftigen uns zunächst mit der ersteren Aufgabe; sie 
wird mit Hilfe Ton Reihenentwicklungen zu eriedigcn sein. Dabei 
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tritt uns die Schwierigkeit entgegen, daß die zunächst liegenden 
Reihenentwicklungen nicht in der ganzen Ebene und auch innerhalb 
ihres Konvergenzkreises nicht genügend schnell konvergieren. Man 
kann jedoch dieser Schwierigkeiten auf Grund der Sätze des 
Xn. Abschnitts Hen- werden: die Gleichung (7) von § 116 zeigt, daß 
man ein elliptisches Integral I. Gattung in ein anderes überfiihi'en 
kann durch eine Substitution, bei der die ganze a^-Ebene auf eine 
Halbebene der y-Ebene abgebildet wird (I, § 17, 2). Indem man 
dann noch eine Uneare Substitution vornimmt, die diese Halbebene 
auf dag Innere eines Kreises abbildet, kann man erreichen, daß alle 
vorzunehmenden Entwicklungen in diesem Kreisinnern vor sich 
gehen und dort so gut konvergieren, als es für die wirkliche Be- 
nutzung zu numerischen Eechnungen erforderlich ist Nur wenn 
der ursprüngliche Integrationsweg in der ^-Ebene den behufs der 
Abbildung in dieser Ebene zu ziehenden Einschnitt (Übergangslinie, 
I, § 59) überschreitet, muß das Integral erst in Teile zerlegt und 
jeder dieser Teile für eich behandelt werden. 

Für die Ausführung bringt man das Integral am besten zu- 
nächst aa£ die erste Normalform (§ 63, 9): 

J !/<£(! -0(1-19 
mit: 

2) ,.;_<..(«,-«.)(«,-«,)• 

Von den sechs Werten, die k haben kann, sind je zwei zu einander 
reciprok; die abzuleitenden Formeln ändern sich nicht wesentlich, 
wenn man A und gleichzeitig ^ durch ihre reciproken Werte ei'setzt. 
Man kann daher j ^ | ^ 1 voraussetzen. Macht man die Substitution: 

3) C-y", 

SO geht das Integral (1) zunächst über in: 



4) 



'fm^ 






f)a-i.y') 



Legen wir den erwähnten Einschnitt ISngs der Haibase der negativ 
reellen ^, so entspricht ihm die Axe der rein imaginären y. Diese 
soll auf einen Kreis abgebildet werden, und zwar so, daß den 
Punkten ?/, deren reeller Bestandteil positiv ist, Punkte des Kreis- 
innern entsprechen; dabei können wir noch drei Bedingungen er- 
. füllen. Wir können z. B. verlangen, daß die beiden Verzweigungs- 
]iunkte, die dem Kreisinnern angehören, nach + 1 kommen, .und 
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daß die beiden andern einander entgegengesetzt gleich werden, sodaß 
wir sie mit + /-^ bezeichnen können und das transformierte In- 
tegral abermals in der LEGENDBESchen Normalform (§ 65) erscheint. 
(Dabei ist nur der Fall auszuschließen, daß X in (1) negativ reell 
ist; Fig. 14 von I zeigt, daß, wenn dies mit einem Wert von i. der 
Fall ist, zwei andere reell positiv und kleiner als 1 sind,) Sollen 
den Punkten 

5) y = 1 A-V. - A-V^ -1 
bezw. die Punkte 

6) &=, 1 - 1 _/-2 1-2 

entsprechen, so muß nach I, § 15, IV / aus der Gleichung be- 
stimmt werden; 



;-' + 1 ■ -/-^ + i 
oder: 

'' U + '-l u+yj)'' 

Dabei sind unter i~Vä mid Y'l die Hauptwerte {I, § 58, V) zn ver- 
stehen. Zieht man noch einmal die Wurzel, so kann man über 
das Vorzeichen beliebig verfügen; man kann also in der sich er- 
gebenden Gleichung: 

8) I^^jK 

auch unter "|/l den Hauptwert verstehen. Endlich Jcönnen wir auch 
noch unter / denjenigen von den beiden Werten der Quadratwurzel 
aus der bisher allein definierten Größe i^ verstehen, für den die 
Gleichung gilt: 

9) ;.i4i- 



Man erkennt, daß diese Gleichung mit § 110, (10) übereinkommt, 
wenn man dort X durch 1—1 ersetzt. 

Die Substitutionsformel selbst, die die Punkte (5) in (ü) über- 
fuhrt, lautet dann: 
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i-l/T i + i/yT 



oder: 

11) 

und umgekehrt: 
12) 



Sie zeigt, daß in der That der Axe der rein imaginären y der Kreis 
vom Radius |/~^| um den Nullpunkt der |-Ebene entspricht, und 
hei der getroffenen Verfügung über den Wert von 'fl den ■// mit 
positiv reellem Bestandteil das Innere dieses Kreises. 
Man erhält weiter: 



i-S = 


1 - yi 


i + jl/I 


1 + 1 - 


2 

1- j/r 


i+s/r 


i-i'i- 


2 fr 


1 +y 




i+yr 


i+s^r 


i + f'i- 


i + yi 


. } ±itL , 
i + sVI 


■'i- 


1 + yi 


-^Yldy 



damit geht das Integral (4) über in: 



' i/-«;Vi -'1/(1 



Da nun nur noch Werte von ^ in Beti-aclit kommen, die dem ab- 
soluten Betrage nach <|/"^| sind, so können wir den Faktor 
(1 — /*|^)-'/i unter dem Integralzeichen nach dem binomischen 
Lehrsatz entwickeln und gliedweise integrieren. Die dazu erforder- 
lichen Rechnungen sind im wesentlichen schon in § 82 ausgüfiihrt; 
wir erhalten ganz wie dort: 
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r _ d^ r d§ 

+ Ä 2.4.0... 2„ Jl/n:Ti 



und: 

/ yr-" 






^r^ 



( 3«-l)(2«-3) J.2,, _ „ (2>i-l)( 2« ^3)...5.3 1 

"^ (2n-2)(2)i-4)* "^ ■■■"^ (2re-2)(2«-4)...4.2| 

Dabei ist der Wert der Quadratwurzel j/l — |^ so zu wählen, daß 
"[/l ~ 1^ . yi — ^*|^ den vorgescliriebeDen Wert erhält, wenn für 
yi — /*|^ der Hauptwert gesetzt wird; denn die vorgenommene Ent- 
wicklung bezieht sich auf diesen Hauptwert. 

Da die Reihen wie geometrische Eeihen konvergieren, so kann 
man (I, § 25, VI) auch nach Potenzen von | ordnen, was zuweilen 
bequemer ist. Man erbalt dann: 

f r "'' - i„ f-M= 

- yr- r{i„ s + ii„ I.+ 2;*. ;,„r + ...}, 

wo zur Abkürzung gesetat ist: 

") A = i+a( ':::::::'^?^T '-- 

18) L„^ 



1.3.5. ..(27»-I)V,j 



§ 121. Auswahl von l und Bestimmung der Grenzen für l 

Wir haben im vorigen Paragraphen bereits gesehen, daß von den 
sechs Werten, die l haben kann, im allgemeinen drei, ausnalnnsweise 
nur zwei für unseren Zweck brauchbar sind; wir müssen noch zu- 
sehen, welchen von diesen Werten wir zweckmäßigerweise benutzen. 
Darüber entscheidet, daß die Reihen des vorigen Paragraphen im 
allgemeinen mn so besser konvergiei'en , je kleiner ;| ist. jT wird 
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§ 121. Auswahl von X v/nd Bestimmung der Gr&nxen für l. 297 

aber mögliolist Idein, wenn X möglichst nahe an 1 liegt Daraus 
folgt (vgl I, Fig. 14): 

I. Wollen wir für die numerische Heehnung möglichst gut kon- 
vergente Reihen haben, so müssen wir es bei der Transfoi-mation auf 
die erste Normalform so einrichten, daß X = X^-\- il^ dem von den 
Linien X^ = \ und X^^ -\- X^ = 1 begrenzten Kreisabschnitt angehört. 

Man kann sich nun folgendermaßen überzeugen, daß \l\ in 
keinem Punltte dieses Kreisabschnitts einen größeren Wert annimmt, 
als in den Ecken desselben. Auf dem Einheitskreis, wo X ^ e'v, 
<f reell ist, wird 

rein imaginär; und man erkennt sofort, daß sein absoluter Betrag 
von dem Scheitel des Kreisabschnitts, wo er ist, wächst bis zu den 
Ecken, wo er den Wert: 

2) tg^ = ü,13165<-f^. 

erreicht. 

Um femer das Verhalten von l anf der Begrenzungsliiiie -t, = -^ 
zu untereuchen, setze man: 

läßt man dann w alle reellen Werte von — -^ bis + " durch- 
laufen, so durchläuft X die ganze Gerade, von der diese Begren- 
zungslinie ein Stück ist. Es ist dann: 



■1) 

und da sich 

6) 

ergiebt, so folgt: 

ß) 3i ' 



d lüg ( 1 ) _ 3 1 1 d), 

dv! ~ ^ ' 1 - l'ii dw 

= i(^ " + ^ '') — ä^ > 

dlo g(l-l) _ _il 
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Das hat für alle m Betracht kommenden Werte von w disselbe 
Vorzeichen wie w auf dei Geid.den X^—^ hat also | /j im Punkte 
X=\, Mj = ein Minimum und w ichst von da nach beiden beiten. 
Der Logarithmus des absoluten Betrag^! einer anilytischen Funktion 
complexen Arguments ist namhch gleich dem leellen Teil ihres 
Logarithmus. Da lieser Logarithmus im Innern des Beieichs 
regulär ist, kann mm Satz III von I § 36 \nwendcn md hndet so: 
n. In dan he ^ h tt a k t t,aht, hmtt i t he all 



i Z* i < 0,0003005, 

\ l* '. kleiner als eine Einheit der siebenten, 
Einheit der zehnten Dezimalstelle. 



§ 122. Spezielle Rechen Vorschriften für den Fall reeller 
Verzweigungspunkie. 

Sind alle vier Verzweigungspunkte reell, so erhält man für \l\ 
eine noch niedrigere obere Grenze, Denn wenn /L abnehmend die 
reellen Werte von 1 bis ^ durchläuft, durchläuft l zunehmend reelle 
Werte von bis 

1) E^_^i=. 0.08642; 

y 2 + 1 

es ist also hier j/*| < 0,000057, |/^| kleiner als eine halbe Einheit 
der 8,, \l'-^ kleiner als eine halbe Einheit der 12. Dezimalstelle. 

Die Transformation auf die erste Normalform, die der Ent- 
wicklung von § 120 vorauszugehen hat, kann, wenn über den zu 
wählenden Wert von i. Verfügung getroffen ist, noch auf vier ver- 
schiedene Arten geschehen (§ 63 a. E.); wir müssen noch unter- 
suchen, welche von diesen Arten wir in jedem Falle zweckmäßiger- 
weise wählen. Wir werden dabei zwei Kiicksichten zu beobachten 
haben: einerseits werden wir wünschen, ||| möglichst klein zu be- 
kommen, andererseits reelle Werte auch in reeller Form ausgedrückt 
zu erhalten. 

Seien zunächst die vier Verzweigungspiinkte reed und der Große 
nach geordnet (wie in § 8): 

2) ß, <a,<a^u,. 
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Dann sind ¥on den sechs Werten ihres Doppel Verhältnisses die 
beiden folgenden: 

3) ;.^ = .'l»..^-^". . "1-"' nnä A, - -^^-^J- ; -j^.". ^' - 1 - >-i 

zwischen und 1 enthalten; und man hat nur noch zu entscheiden, 
welcher von ihnen größer, welcher kleiner als ^ ist; den ersteren 
hat man zu wählen. Den Fall ^j > -J- bezeichnen wir als Haupt- 
fall I, den Fall A^ > -^ als HauptfEill II. Beidemal sind zwei Fälle 
zu unterscheiden, je nachdem; 

A. «0 < o'iöi' ß- «0 > 

ist; und in jedem dieser beiden Fälle kommen insbesondere die- 
jenigen InteryaU'e der Äxe der reellen Zahlen in Betracht, in denen 
die zu integrierende Funktion reell ist; nämlich im Falle A. die 
Intervalle : 

1. von Kg bis Kg; 2, von «^ bis «, ; 
im Falle B. die Intervalle: 

1. von «I bis a^; 2. von «^ über oo bis a^. 

Die in § 63 gegebenen Formeln sind im Hauptfalle I anzuwenden. 
In diesem haben a„ und a,,' dasselbe Zeichen; da in § 120, (13) 
y— a^' auftritt, werden sie una im Falle I A. roeUe, im Falle I B. 
imaginäre Werte geben. ^ 

Im Falle 1 A. 1. fällt bei Anwendung der Formeln von § 63 
^ zwischen 1 und A^-^, also | zwischen — 1 und + 1, und die 
Formeln sind unmittelbar zur Anwendung fertig. Für das in § 120 
auftretende Integral: 

4) 






ist in diesem Falle der Hauptwert der Funktion arcsin|, d. h, der 
zwischen den Grenzen — -^ und + y gelegene Wert dieser Funk- 
tion zu nehmen. 

Im Falle I B. 1. fällt bei Anwendung von § 63, (1) ^ zwischen 
und 1, also | zwischen 1 und /~^ (oder zwischen — 1 und — ?''). 
Die Reihen von § 120 konvergieren in diesem Falle weniger gut, 
sind aber immer noch brauchbar. Nur wird es zweckmäßig sein, 
sie in reelle Form umzusetzen und zu schreiben: 
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6) v^J-YiS'-i)p-i'n 

I = y< [i. log (I + VF^^) + VF^i ( ''., S + ■ ■)] • 

Dem Logaritlimiis ist sein Hauptwert beizulegen. 

Im Falle I A. 2. würde bei direkter Anwendung der Formeln 
¥on § 63 ^ zwischen — oo und fallen, also t/ rein iiniiginär, 
I eine complexe Grröße vom absoluten Betrage 1 werden. Man ver- 
meidet das, indem man hier: 

setzt, was zu demselben Wert Yon X führt; dieses y^ fällt dann in 
diesem Falle zwischen 1 und Ä.-^, das aus ibr berechnete |j also 
zwischen — 1 und + 1. 

Im Falle I £. 2. fällt bei Anwendung der Formel (6) Jj zwischen 
und 1; und es wird, wie im Falle I B. 1. zweckmäßig sein, sich 
der Fonnel (5) zu bedienen, in der man ^ durch |j ersetzt. 

Durch analoge Überlegungen kommt mau im Hauptfalle II zu 
folgenden Eesultaten: 

In den Fällen IIA. 1. und TI B. 1. ist zu setzen: 

Das fallt im Falle U A, 1, zwischen und 1, im i'alle II B. 1 
zwischen 1 und 'K~'^\ also fällt: 

im ersteren Falle zwischen I und l^-^ (oder — 1 und — l.^~^), im 
letzteren zwischen — 1 und + 1. Man hat also im Falle 11 Ä. I, 
die Formel (5), im Falle U B. 1. die Formel § 120, (16) anzuwenden, 
nachdem man in diesen Formeln | durch 1^ und / durch 

9) ;,='-M^ 

ersetzt hat. 

Kndhch in den Fällen fl A. 2. und IJ B. 2. hat man zu sotzcn: 

* - «, «, - H, ' i.-Vh 1 + VK 1/^ 
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mit denselben Werten Ton ),^ iind /^ wie in den beiden letzten 
Fällen. Im ersteren Falle fallt fg zwischen und 1, §g zwischen 1 
und + /j-' (oder zwischen — 1 und ~^~'), im letzteren tg zwischen 
und 1, Ig zwischen — 1 und + 1. Man hat also in diesen beiden 
Fällen | durch I3, l durch l^ zu ersetzen, und im Falle II Ä. 2. 
die Formel (5), im Falle II £. 2. die Formel § 120, (16) an- 
zuwenden. 

In jedem dieser acht Fälle giebt es übrigens noch eine andere 
Substitution derselben Art, die dasselbe leistet, wie die liier vor- 
geschriebene. So fällt z. B. im Falle I A, 1. auch: 



(vgl. § 66, 4) in das Intervall zwischen 1 und Aj-^ {mit demselben 
Wert von X^ wie oben). Der zugehörige Wert von |, |^ ist aber 
dem früheren entgegengesetzt gleich, sodaß man hieraus keinen 
weiteren Vorteil ziehen kann. 



§ 123. Paarweise konjugiert complexe Verzweigungspunkte. 

Ein elliptisches Integral 1. Art nimmt auch dann für reelle 
Werte des Arguments reelle Werte an, wenn die vier Verzweigungs- 
punkte paarweise konjugiert complex sind und a^ positiv ist; all- 
gemeiner ausgedrückt (vgl. § 91): wenn die Verzweigungspunhte 
paarweise Spiegelbilder voneinander in Bezug auf einen Kreis sind 
und die Integra tionsvariable auf diesem Kreise sich bewegt 

Bei geeigneter Numerierung der Verzweigungspunkte entspricht 
diesem Kreis in der ^-Ebene der Kreis vom Mittelpunkt und 
Eadius ?.^''', also in dery-Ebene der Kreis vom Mittelpunkt und 
Kadius X-'l', also in der |-Ebene die Axe der rein imaginären 
Zahlen. Wir müssen uns vor allem überlegen, welche Numerierung 
der Verzweigungspuntte das erzielt. Bezeichnen wir dieselben mit 
a±iß und Y±iS, so werden von {ß und S positiv) den sechs 
Werten- ihres Doppelverhältnisses die folgenden beiden positiv und 
Heiner als 1: 

« + iß) - {f - iff, ■ '(.<■ - iß) - ir - iS) io-yf+(ß + 3f 
und: 
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Ist ?>j > i, so nehmen wir die Substitution vor: 

_ ^ - ( f + i3) , (« + ^)J)-(y + /a) . 

ist ;xber ^ > -^, so setaen wir: 

, r - ^ - (" - iß) . ia + iß)-( <.-iß) 

Im ersten Falle können wir schreiben; 

6) 1/^ = 2 arc ig -■ ^, - — ^fc tg -2-_- h arc tg -^~-'— > 

wir erhalten dann: 



7) ^ = ^, l = ^-^-- -V=~*■'-^tgx. 
Dabei bedarf nur noch die Bestimmung des Winkels jp näherer 
Erörterung. Für die untere Grenze darf ein heliehiger Wert von i^ 
genommen werden, für die ohere ist dann derjenige zu nehmen, der 
aus ihm durch stetige Fortsetzung entsteht. Indem man, wenn er- 
forderlich, das Integrationsintervall zerlegt, kann man erreichen, daß 
nur Werte von i^ in Betracht kommen, die zwischen ~ n und + ji 
liegen. Dann wird | /l' [ g 1 und die Reihen von § 120 konvergieren 
rasch genug, um zur Berechnung dienen zu können. 

Weniger günstig liegt die Sache, wenn Aj > 3 ist. Es be- 
schreibt nämlich Z;^, wenn s die Axe der reellen Zahlen durchläuft, 
einen Kreis vom Mittelpunkt /^-^ und Eadius J-^-i]/!— Ä^, sodaß 
man setzen kann: 

8) 1~A,:, ^-|/I-"Ä,V--, 

mit demselben Werte von \p wie unter (6). Da dieser Kreis ganz 
auf der positiven Seite der Axe der imaginären f^ liegt, entspricht 
ihm in der I^-Ebene' eine geschlossene Kurve, die ganz im Innern 
eines Kreishogenzweiecks liegt, dessen Fcken die Punkte ± ^"^ sind 
und dessen Seiten mit der Ase der reellen |j Winkel von 45" ein- 
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achließen. Die nEich 1^ fortschreitenden ßeihenentwicklungen kon- 
vergieren also sehr gut. Sie haben aber den Übelstand, daß 1^ ^"^ 
reelle x complex ist. Man wird daher aueli in diesem Falle sich 
mit Vorteil der Substitution (5) bedienen, ausgenommen allein den 
Fall, daß l sehr nahe an 1 liegt und man gleichzeitig über Werte 
von x- zu integrieren hat, füi' die auch tg -j- nahe an 1 rückt. 



§ 124. Zwei reelle und zwei konjugiert complexe 
Verzweigungspunkte. 

Den Fall, daß zwei Verzweigungspunkte reell, die beiden andern 
konjugiert complex sind, kann man, wie wir bereits § 118 gesehen 
haben, durch eine quadratische Transformation auf den Faii von 
vier reellen Verzweigungspunkten zurückführen. Bezeichnet man 
nämlich die beiden reellen Punkte mit a^ und a^, die beiden kon- 
jugiert imaginären mit «j = y + iS und a^ — y — i S, so werden 

und 

Größen vom absoluten Betrage 1.. Beide führen zu denselben 
Werten von /, sodaß es genügt, X ins Äuge zu fassen. Wir können; 

3) ;. _ ,"^ 

setzen, wenn wir den Winkel ^/ durch 

4) 9 = 2arctg — ^- 

bostimmen. Dabei ist es gleichgültig, welche Werte der arc tg wir 
nehmen, da eine andere Wahl ip nur um ein ganzzahliges Viel- 
faches von 2 ji ändert; wir können also für rp den Hauptwert 
wählen. Wir erhalten nach § 120, (9); 

1 + V'^" 
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also einen rein imaginären Wert, dessen absoluter Betrag höchstens 
6) =tg^< 0,41422 

ist^ 

Eiiio der zu dem Wert (1) von /t gehörenden Transformations- 
formeln (§§ 63; 66) lautet: 



7) 






Durchläuft z alle reellen Werte, so durchläuft t,' die Werte ¥0]n 
ii,l)Solutcn Betrage 1; wählen wir also in der Formel (vgl. § 120, 10): 

8} 

1 + Vx Vi 

die Wurzelgröße "|/^' so, daß ^l ]/^ gleich dem Hauptwert der Qua- 
dratwurzel aus yj. ./; wird, so erhalten -wir far ^| rein imaginäre 
Werte, deren absoluter Betrag höchstens gleich 1 ist, sodaß genügend 
rasche Konvergenz der Eeihen gesichert ist. Wir müssen dabei 
nur darauf achten, daß wir das Integral in zwei Teile zerlegen, 
wenn der Integrationsweg über den Punkt wegführt, an dem der 
Hauptwert eine Unterbrechang der Stetigkeit erleidet. 
Setzt man : 

9) ^= e'v, -xp ^ 2arc tg-;;^:^^^ 2 arc tg^^, 

so erhält man: 

10) 'S=-"-''e(i + !-) 

und hat dabei den M'ert des Winkels i// ao zu wählen, daß 

Eine zweite der zu dem Werte (1) vou X gehörenden Substi- 
tutionsformeln lautet: 

' -'' ~ X, - »g ' f -h id ~ Cg ~ » - n^ 

wo rp den iu Gleichung (4) angegebenen Wert hat. Durchläuft z 
die A3:e der reellen Zahlen, so durchläuft J eine unter dem 

' Wie wir in § 121, 11 gesehen Iiabeo, könnten wir durcli andere Wahl 
von l einen noch kleineren Wert von l erreichen; aber dann werden die 
Formeln durch das Auftreten complexer Größen unhandlich. 
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Winkel — -^ gegen diese Axe geneigte Gerade, also Werte, deren 
Arcus teils — —■ , teils + *- ist, Bestimmt man den Winkel ^ 
aus den Gleichungen: 

cos w„ = , J .. "" ^ — r sin fp-, = — = ^^^^ , 

Vir - "of + ^'' Vir - "<,)' + ä' 



sin 9^3 = 



= '^3 - fo' 



so entspricht der zweite Halbatrahl der Strecke zwisclien a^ und cc^, 
der erste den außerhalb dieser Strecke gelegenen Punkten. Ver- 
steht mau andererseits \vie oben unter <f den Hauptwert, ebenso 
unter "|/f, so liefert der Halbstrahl vom Arcus ^ reelle Werte Ton 



i + yjryt, 

die zwischen — 1 und + 1 liegen, der Halbstrahl vom Arcus -^ 
dagegen liefert für l^^ Werte vom absoluten Betrage 1. Beide 
Arten von Werten sind aur Berechnung brauchbar. 

Gfenauere Untersuchung zeigt, daß zum Hauptwert von — -^ 
dasjenige Stück der Axe der reellen z gehört, in dem die zweiten 
Schnittpunkte der durch y + iS, y — iS und «^ bezw. a^ gelegten 
Kreise mit dieser Axe liegen; also das endliche oder das unendliche 
Stück, je nachdem y -^iS innerhalb oder außerhalb des über c.^..a^ 
als Durchmesser beschriebenen Kreises hegen. Liegen sie auf diesem 
Kreise, so %vird A = — 1; es kommt dann darauf an, ob «„ größer 
oder kleiner als «g ist. 

§ 125. Berechnung des Periodenvarhältnisses und der Grösse h. 

Die Formeln der vorhergehenden Paragraphen gestatten ins- 
besondere auch die Berechnung der Perioden. Den Werten: 

:q== OD Ol 

entsprechen nämlich die Werte; 

! = -/-! /-i I; 
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da diese Werte alle im Innern des KonvergerEzbereichs der Keihen 
liegen, können die Perioden aus diesen Reihen entwickelt werden. 
Man erhält auf diesem Wege Ausdrücke der Perioden und des 
Periodenverhältnisses , die sieh yoii den in § 82 benutzten dadurch 
unterscheiden, daß: 

durch 

ersetzt sind. 

Eascher kommt man zumeist zum Ziele, wenn raan zunächst 
aus der Formel: 

1) '■'-^{l+8^^ + 84{?)%992(-5)'' + ..j, 

die durch die angegebene Substitution aus § 82, (16) entsteht, durch 
Wurzelausziehung die folgende ableitet: 

2) 4 = i-{l+4(t)« + 30(|)'+ 300(4)" + ..) 

und aus ihr vor allem h direkt aus / berechnet. Für die pralttische 
Verwendung dieser Formel ist es wesentlich zu wissen, wie groß der 
Fehler ist, den man begeht, wenn man sie an einer bestimmten 
Stelle abbricht Man gelangt dazu von Gleichung (9) von § 120 
aus, muß aber dabei folgenden Umstand wohl beachten; Durch die 
Entwicklungen von §§ 82 und 93 war ein ganz bestimmter Wert 
von X als Funktion von r definiert; wollen wir aus diesem den 
Wert /* berechnen, der dieselbe Funktion von 4 t ist, wie l von t, 
BO müssen wir Gleichung (10) von § 110 anwenden; mit andern 
Worten, wir müssen den in Gleichung (9) von § 120 auftretenden 
Wert des Doppelverhaltnisses nicht mit A, sondern mit 1 — X bezeichnen. 
Thun wir das, so erhalten wir aus ihr durch logarithmische Dif- 
ferentiation (vgl. § 121, 4): 

rflog; = i[(1 - ))-''^ + (1 - ^)-''.] ^/-. 

Die Entwicklung der Wurzelgrößen nach Potenzen von 'K giebt 
nur positive Zahlenkoeffizienten; also sind auch in der durch In- 
tegration folgenden Entwicklung:^ 

' Die Bestimmung der IiitegtationskouEtanten ei'giebt etoh daraus, daß 

lim — = lim ^ = 
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alle Koeffizienten positiv. Multipliziert man mit m und geht dann 
zum Numerus über, so sieht man, daß auch in der Reihe: 

4) '•■-(|)-+|....'.— 

alle Koeffizienten positiv sind; es ist also für jedes < Ä < 1 nnd 
für jedes endliche n: 



^e.X- <log;-log?v + 



log8; (|)'" + 2v^^'" + ^<^"'. 



Die beiden Glieder jeder dieser Ungleiehungen bleiben auch für A = 1 
stetig; daher folgt aus ihnen: 

SV^log 8; S-^ + S Vv^l' 
also sicher: 

2«. <log8; 8-- + 2%,r<l. 

Daraus folgt, daß die Heihen (3) und (4) auch noch für l — \ kon- 
vergieren, und daß folglich (vgl. I, § 27, VIl) die Gleiübungen 
bestehen: 

Schreibt man nun die Gleichung (16) von § 82 in der Form: 

und stellt neben sie die Gleichung 

6) log(16A) = logA + ^^„;.'* 

und die daraus durch die Substitution von A* für k und /* für l 



7) log A + log 2 = log ^ + ^2 ß^ /* ", 

so erhält man die Identität: 

2 ,9,. i- - log i - log y + J 2 (5. '*" 



y Google 



308 Nwnerisdie Beregnung elliptischer Integrale tmd Fimktionen. 
oder wenn man die Reihen (3) und (4) einsetzt: 

Aus dieser Identität ergiebt sich durch KoeffizientenYergleiehung : 
allgemein : 

Es sind also die Koeffizienten ß„ sämtlich positiv reell, folglich 
auch die Koeffizienten dei daraus durch Übergang zur Exponential- 
funktion sich ergebenden Formel (2). 

Durch diesel>)en Schlüsse wie die Gleichungen (5) beweist man 
nun auch die Gleichungen: 

und, wenn man die Gleichung (2) so schreibt r 

10) |;«. = 1. 

Daraus folgt: der Fehler, den man begeht, wenn man in der 
Eeihe (2) nur die beiden ersten Glieder beriickaichtigt, ist kleiner als ; 

Jf^'' + |^''> + (i-i-i-f-^)'"(i + '' + " + -) 

"^ 'hü "^ ~2'^ "^ Toäu 1 - c ' 
also wenn l <. ^ ist: 

Da wir, wie wir § 121 gesehen haben, ^ es immer erreichen 
können, daß l < ^r wird, ao reichen wir mit den beiden ersten 
Gliedern der Eeihe aus, wenn keine größere Genauigkeit als neun 
Dezimalstellen verlangt wird, Begaügt man sich mit geringerer 
Genauigkeit, so hat mau nicht einmal nötig, es ao einzurichten, daß X 



' Die § 1'24 erwähnten Um stand iichkeiten kommen liier niclit in Frage. 
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und 1 ftiilt; auch Werte von k zwischen und 1, wenn 
sie nur nicht gar zu klein sind, geben noch Werte von l, für die 
die Reihe gut konvergiert 

Hat man auf diese Weise A berechnet, so erhält man w^, wenn 
man die Gleichung (3) von § 83 auf das transformierte Integral an- 
wendet. Für dasselbe ist zu setzen: 

4ßjß,-«,} («3 -«,){! + ]/;:)* statt a,; 
1, —1, l~^, —l~^, statt «2, ßg, ßg, ß^; 

sowie 2 (öj an Stelle von w^. Was die Verteilung der Verzweigungs- 
punkte betrifft, 80 trennt hier 2^^ 1 und — 1 von l-^ und — /-^, 
2räj trennt 1 und l-^ von —1 und —l-^. Früher trennte 2»^ 
«^ und «a von cc^ und «g , 2 »g trennte «„ und Kj von a^ und «g. 
Also haben wir an Stelle von («^ — a^ [a^ — k^) in Gleichung (3) 
von § 83 hier zu setzen: 

±(1 + l-'^){- 1 ~ l-^) = :^ {l + l-y. 



So 


erhalten wir die 


Formel: 










,V(0|4r)-i 


-y^4 


«oK- 


».)(«,-. 


»,)(l + l/i)'(l + ( 


Ode 


t «enn wir für 


1 +1 


-^ seinen Wert 








1 


■ + ( 


1 +yi 

1-yi 


\' .s(l 


+ yi) 






) fr. 


-VI)' 




eins 


eteen und die v 


ierte 


Wurzel 


auszielien : 




11) 


}/¥=- 






«,(0|4 


I) 




^ 








1 + yi 

t - VI 




|/4«.. 


(.,-.,)(. 


i-.,)y2(l+B)- 



Da die ßeiheneut Wicklung: 

12) &s{0\iT)= 1 +2A* + 2Ai«+ ■■ 

sehr rasch konvergiert, so ist diese Formel (11) zu numerischer 
Berechnung sehr geeignet. 

Hat man auf diese Weise die eine Periode gefunden, so ergiebt 
sich die andere einfach mittels der Formel: 

.13) '^3— ^— lognatA. 
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§ 126. Berechnung der Werte ellrptisciier Funktionen bei 
gegebenem Werte des Arguments. 

Soll zn einem gegebenen Wert des Arguments der zugehörige 
Wert einer elliptischen Funktion herechnet werden, so ist es in den 
meisten Fällen das Zweckmäßigste, diese elliptische Funktion zu- 
nächst als Quotienten von Thetaprodukten auszudrücken und die 
Thetafunktionen mit Hilfe ihrer Eeihenentwickhingen zu berechnen. 
Dazu ist erforderlich, daß man die Größe k kennt; diese muß 
also vor allem nach den Methoden des vorigen Paragraphen be- 
rechnet sein. 

Den Rechnungen desselben liegen ganz bestimmte Voraus- 
setzungen über die Auswahl eines primitiven Periodenpaares, oder 
was auf dasselbe hinauskommt, über die Numerierung der Ver- 
zweigungspunkte zu Grunde; will man also z. B. die Formeln des 
§ 56 zur numerischen Lösung bestimmter ümkehrprobleme ver- 
wenden, so muß man dafür sorgen, daß die Numerierung der Ver- 
zweigungspunkte hier und dort die gleiche ist. Dabei ist zu be- 
achten, daß die für § 125 erforderliche Numerierung der Verzwei- 
gangspunkte so gewählt ist, daß «^ die dem absoluten Betrag nach 
kleinste Periode ist. Das giebt im Fall von § 86 zu einer Unter- 
scheidung von zwei Unterfäilen Veranlassung [vgl. § 87): Ist die 
kleinste reelle Periode dem absoluten Betrag nach kleiner als die 
kleinste rein imaginäre, so wird das a^ von § 125 reell; es gehören 
also dann zu reellen Werten von u auch reelle Werte des Theta- 
arguments v, und die Thetareihen enthalten für reelle k trigono- 
metrische, fiir rein imaginäre u Exponentialfunktionen reellen 
Argumenta. Ist aber die kleinste reelle Periode dem absoluten 
Betrag nach größer als die kleinste rein imaginäre, so wird das «j 
von § 125 rein imaginär, und die Thetareihen enthalten für reelle u 
Exponential-, für rein imaginäre u trigonometrische Funktionen 
reellen Arguments. Im Grunde hegt wenig daran, ob der eine oder 
der andere Fall eintritt, da man doch meist die Werte der Funk- 
tionen sowohl für reelle, wie für rein imaginäre Ärgumentwerte 
braucht. Außerdem braucht man sie häufig auch noch für Argument- 
werte, deren reeller oder imaginärer Bestandteil einer Halbperiode 
gleich ist; für diese kommen die Formeln von § 45, (6) bis (8) 
in Betracht. 

Eine wichtige Frage ist in jedem Fall, wie groß die relative 
Genauigkeit ist, die man erzielt, wenn man die Thetareihe mit einer 
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beatimmten G-lie der zahl abbricht. Setzen wir, um das zu unter- 
suchen, z. B.; 

H * ( |r) = 1 + / o T-!- } Qosivii + R, 

80 k nneu w 1 den al syluton Betrag von R eine obere Grenze 
a geben 8ob 11 wir e ne solcl e t ir len maginären Bestandteil von v 
hal n W zelen Jara s z nächst le Kegel; 

Fu u le li he he h u ^e v t Theia eiben ist es zur fJrreichung 
ra /e) Konvergev e fo le l h le naginären Bestandteil des 
4t ju etts mt HIfe der Relation ^ 40 (i>) mögliehst zu verkleinern. 

■^e al n = a + ö ges t t w d, 



, + e-2. 



.,uo 


„.. 








cos 


"ikvTi 


= i 


also 


wegen (2): 




3) 








Also 


ist: 










K 


s 2; 


d. h. 








4) 









|»082i.,|SJ-. 



Damit ist der absolute Betrag des Fehlers abgeschätzt; um eine 
VorsteiluDg von seiner relativen Bedeutung zu haben, müssen wir 
füL" i9'3(w I r) eine untere Grenze finden. Man erkennt, daß: 

[ I -9-3{y|r)! > 1 -|2Acos2t.^-|- .. | 

I> 1 — I 2 A cos 2v%\ — . . 
> 1 - 2 /(ä _ 2 A» - . . . 

I >l- ^'''- 

l -^ 1 - A* 

ist. Die Vergleiehung der Formeln (4) und (5) ergiebt, da wir 
immer k ^ e"" voraussetzen dürfen, daß 

i &s I — 1 --2h^ - h* 
kleiner ist als eine Einheit der 8. Dezimalstelle. 
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Man reicht also, wenn man keine größere Genauigkeit verlangt 
und die angegebenen Vorsichtsmaßregeln beachtet, in jedem Falle mit 
den drei ersten Gliedern der Reihe (t) aus. 

Für die Funktion d-^ gilt ganz dasselbe; filr die beiden andern 
Thetafunktionen aind die Schlüsse etwas zu modifizieren; man muß 
den Faktor sinvra, bezw. coswra herausziehen und beachten, daß 



in(2fc4- l)v 



-2.„„.| 



und ebenso: 

"""ll""' |s(2i+l)t' 
ist, 

Soll der Wert eines elüptisohen Integrals II. odor III. Gattung 
numerisch berechnet werden, so ist zuerst der Wert u des zwischen 
denselben Grenzen genommenen Integrals I. Gattung nach § 120 
bis § 124 zu berechnen; durch diesen ist der gesuchte Integralwert 
nach § 24, II (vgl, § 57) auszudrücken. Dann sind die Theta- 
funktionen einzuführen; dabei treten ihre Ableitungen auf, deren 
Reihenentwicklungen allerdings etwas schlechter konvergieren, als 
die der Thetafunlctionen selbst, sodaß man vielleicht zuweilen Ver- 
; hat, bei ihnen ein Glied mehr zu berücksichtigen. 



VIEHZEEINTER ABSCHNITT. 

Algebraisch-geometrieche Aiiwendungeu 
der elliptischeH Funktionen. 

§ 127. Gleichungen zwischen elliptischen Funktionen. 

Zjwischen zwei zu demselben Periodenparallelogramm g 
elHptischen Funktionen besteht nach § 24, Y stets eine algebraische 
Gleichung mit von u unabhängigen Koeffizienten. Wir wollen die 
Eigentümlichkeiten solcher Gleichungen noch näher untersuchen. 
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Sei (p eine elliptisclie Funktion w**", tp eine solche m'^" Grades, 
Sei ^0 ein Wert, den die Funktion (p in n voneinander verschie- 
denen Punkten des Periodenparallelogramnis annimmt, (Wenn 
q> — ^g = a^ [u — Mp)" + . . , kann man um <fi^ nach I, § 69, (5) einen 
Kreis von so kleinem Badius beschreiben, daß im Innern desselben 
u — u^ eine eindeutige Funktion von [y — ^^f^" ist. Nach I, § 46, X 
kann man den Radius dieses Kreises so klein vt-ählen, daß im Innern 



iedene Werte an- 
nem Punkte des 
rd, so liegen doch 



desselben m — m^ in verschiedenen Punkten verschie 
nimmt. Wenn also (p^ ein Wert ist, der in 
Periodenparallelogramms mehrfach angenommen v 
in seiner Umgehung stets Werte von (p, die in n voneinander ver- 
schiedenen Punkten desselben angenommen werden.) Die Werte 
der Funktion ip in diesen Punkten seien mit: 

1) ^;K), 1/>(«J... i>{u„^,) 

bezeichnet. Wir wollen zunächst annehmen, diese »Werte seien 
fiir jeden Wert von rp,^, einzelne ausgenommen, voneinander ver- 
schieden. Dann wird die zwischen «p und ip bestehende Gleichung, 
die doch, wenn man fp — ipa setat, alle diese Werte zu Wuizein 
haben muß, in Bezug auf ip bis zum n**° Grade insteigen 'Wii 
erhalten somit den Satz: 

I. Zwischen einer elliptischen Funktion n""" Ojdimnif (p und emei 
solchen Funktion m'"^ Ordnung ip, die so beschaffen sind, daß zu vet 
sckiedenen PFertepaareti (ip, ip) im allgemeinen (d h nui einzelne 
solche Wertepaare ausgenommen) nur ein Funkt u de^ Peiioden- 
parallelogramms gehört, besteht eine algebraische Gleichung, die in Bezng 
auf (p vom m'™, mi Bezug auf ip vom n*^ Grade t\f 

Wenn aber für unendlich viele Werte von <f zwei dei zu- 
gehörigen Werte von ■ip einander gleich sind, also etwa tp(u) = ipiu) 
ist, muß es im Periodenparallelogramm mindestens einen Punkt u 
geben von der Beschaffenheit, daß in jeder Nähe desselben Punkte 
liegen, fiir die eine solche Relation besteht (I, § 26, XXIV). Aber 
1/1 (w) und Ip (m') können als bis auf Pole reguläre Funktion s eiern ente 
angesehen werden; wenn die Gleichung ^(u) ( = ) V'l") ^'^^ ^^' 
endlich viele Punkte in der Umgebung eines im Innern eines solchen 
Bereiches gelegenen Punktes bestehen soll, so muß sie nach 1, § 39,(1} 
identisch bestehen. Also muß sie auch fiir alle analytischen Fort- 
setzungen bestehen bleiben (I, § 66, IV), Es fallen also dann für 
jeden Wert von ip zwei der zugehörigen Werte von tp zusammen; 
mit andern Worten, es gilt der Satz: 
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n. Wenn die Bedingungen des Satzes I nicht erfüllt sind, gieht 
es zu jedem Puttkte u^, höchstens einzelne ausgenommen, einen zu ihm 
inkongruenten Punkt u^ von der Beschaffenheit, daß gleichzeitig 

ff (Wj) = q, (m„) und jp [u^) = ^p [u,) 
ist. 

Natürlich kann es auch mehrere inkongruente Punkte geben. 
Seien dieselben, um gleich den allgemeinsten Fall ins Auge zu fassen, 
u-^. Mg , . Ml _ 1 ; dann betrachten wir die Summe Mj + m^ + .. + %_ i 
als Funktion von w„. Als solche hat sie folgende Eigenschaften: 

1. Sie ist für jeden endlichen Wert von u„ eindeutig bestimmt 
und endhch. 

2. Wenn man m„ dnrch einen kongruenten Wert ersetzt, treten 
an Stelle der Mj, w^ , . . z(fc_i Werte, von denen jeder wieder zu 
einem dieser Werte kongruent sein muß; ihre Summe kann sich 
also nur um eine Periode vermehren. 

Aus beiden Eigenschaften folgt, daß diese Summe, von einer 
Konstanten abgesehen, gleich einem Vielfachen von w^ sein muß 
(vgl. § 6, X und § 7, II); wir schreiben: 
2) u,+u^+... +uu^i ^c^u^ +■/„. 

Ebenso erhält man die Gleichungen: 



Nun sind zwei Fälle möglich. Entweder die Zahlen c sind alle 
gleich — /, Dann müssen auch die Zahlen y alle einander gleich 
sein und das Gleichungssystem reduziert sich auf die eine Gleichung; 



3) M^ + Mj + «3+ ... +Wi_i = y. 

Seien nun {q}', ip ) und {(p", iii") irgend zwei Paare zusammen- 
gehöriger Werte von (p und i/j; )/„', Mj',.,M'fc_i und u„", u^" ...u"jc-\ 
die bezw. zu dem einen und dem andern dieser Wertepaare ge- 
hörenden inkongruenten Werte von u. Jedes dieser Werte Ä-tupel 
genügt der Gleichung (3); also giebt es nach § 22, 1 eine elhptische 
Funktion von u, die in den u' Null und in den u" unendlich wird. 
Wir können eine solche Funktion in der dort angegebenen Weise 
ausdrücken, aber auch in der folgendem 



4) .W=g 



a (u^ - Wq') 
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Denn -wenri man k^ = k am eine Periode rerinelirt, permutieren sich 
die übrigen «^ bis auf Perioden; und die Summe der zu den sämt- 
lichen w^ tretenden Perioden muß Null sein, damit die Gleichung (3) 
fortbesteht. Daraus folgt mit Hilfe von § 20, (12), daß ■/{») in der 
That eine elliptische Funktion ist. Wenn ferner w mit einem der 
M,,' [u^") zusammenfällt, muß ein anderes der m,_ mit u^' {u^") zu- 
sammenfallen; daraus folgt, daß /(m) in der That die verlangten 
Pole und Nullpunkte hat. Der Ausdruck (4^ dieser jB^inktion 
zeigt aber, daß: 

ist Mit andern Worten, diese Funktion nimmt jedesmal denselben 
Wert an in je k PunkteUj in denen ip und ip dieselben Werte an- 
nehmen. Sie nimmt aber überhaupt jeden Wert nur in je k Punkten 
an; giebt man also den Wert von 7, so ist dadurch ein solches 
P unkte -Ä>tupel eindeutig bestimmt, also auch die zugehörigen Werte 
von 9) und ip. (p und i/j sind also eindeutige Funktionen von Xt 
und da sie außerdem nach I algebraische EVnktionen von ■/ sind, 
müssen sie rationale Funktionen von x sein. Also folgt: 

in. Wenn die Zahlen c in den Gleichungen (2) alle gleich — 1 
sind, lassen sich <p und ijj als rationale Funktionen einer Hilfs- 
variabeln x ausdrücken. 

Wenn aber die Zahlen c nicht alle gleich — 1 sind, kann 
keine von ihnen gleich — 1 sein. Denn man erhält in jedem Falle 
aus (2): 

5) (l+c„)t(„-F^, = (l+cOMj+yi = ...-(1 +Cfe^i)M;,_i + r,_i; 

wäre also z. B. c^ = — 1, aber Cj ^^ — 1, so würde folgen, daß 
u^ = konst sei, was doch nicht sein kann. Es ist also dann jeder 
der Werte w,,, u^ . . . ?(t_i eine lineare ganze Funktion von jedem 
andern. Sei etwa u^~s(u), sodaß für jeden Wert von u die 
Gleichungen bestehen: 

6) ,f{,(u])-p{,.), ,/,(..{«)) = VM. 

Ersetzen wir hier u durch s{u) und sehreiben wie in § 68 s^{u) 
für s(ä(m}) u. s. w., so sehen wir: die Funktion rp (und ebenso ic) 
nimmt für alle die unendlich vielen Argumentwerte : 

denselben Wert an. Sie kann aber als elliptische Funktion den- 
selben Wert nur in einer endlichen Anzahl von Punkten des 
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PeriodenparaUelogramms annehmen; also können die Pnnkte (6) 
nicht alle modulis Perioden inkongruent sein. Sei etwa 

,■(.)=-,»+"(«) 

nnd folglich anch: 

Wenn die lineare Funktion s[u) die Gestalt hat: 

wird; 

»>(») = » + i/J. 
In diesem Falle folgt aus Gleichung (7), daß kß eine Periode ist; 
und dann zeigen die Gleichungen (6), daß die Funktionen 95 und ip 
zu einem Periodenparallelogramm gehören, das nur den ä'^° Teil 
des zubrst angenommenen ausmacht. Wir dürfen aher annehmen, 
das Periodenparallelogramm sei von Anfang an so klein gewählt, 
daß es nicht weiter verkleinert werden kann; wir können also diesen 
Fall bei Seite lassen. 

Wenn- aher in der Gleichung: 

fö =1= 1 ist, können wir sie ersetzen durch: 

Da wir über den Nullpunkt der w-Ehene noch nicht verJ'ügt haben, 
dürfen wir in diesem Falle 1 = 0, also auch ß — annehmen. 
Dann können wir aus Satz 11 von § 119 schließen, daß a entweder 
eine zweite, oder eine dritte, oder eine vierte, oder eine sechste 
Wurzel der Einheit sein muß, und in den drei letzten Fällen 
überdies noch, daß wir es mit einem singulären Periodenverhältnia 
au thun haben. In keinem dieser Fälle aber genügen alle elhp- 
tischen Funktionen des betreffenden Periodenparallelogranims den 
Gleichungen (6), sondern im ersten Falle nur die rationalen Funk- 
tionen von pu, im zweiten die rationalt-n Funktionen v< n p'u, im 
dritten die von p^u, im vierten die von p ^n 

Das Resultat ist also: 

IV. ffenn die Furikäonen (p (u) und -ff. (v) die Eigenschaft haben, 
daß in ihrem wirklichen Periodenpat allehfframm zu jedem Werte- 
paar (cp, ip), höchstens einzelne ausgenommen, mehi als ein Punkt u 
gehört, lassen sie sich rational durch eine vvd dieielhe funltion xO^) 
ausdrücken. 
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Sind umgekehrt <p{u) und ■^l(u) rationale Funktionen einer 
Funktion ;f(M), so gehören zu jedem Wertepaar yi, tp mehrere 
Punkte u, nämlich diejenigen, in denen 7 denselben Wert annimmt. 



§ 128. Diskussion der Gleichung i/=f\(x). 

Eüne Gleichung der Form: 

deren rechte Seite keinen mehrfachen Faktor besitzt, kann stets durch 
elliptische Funktionen erfüllt werden, und zwar durch solche der 
in § 90 untersuchten speziellen Art. Um das zu zeigen, konstruieren 
wir zunächst die zu dieser Gleichung gehörige EiEMANNsche Fläche 
über der ji-.Ebene. Zu jedem Wert von x gehören drei Werte 
von y; die Fläche bekommt also drei Blätter. In der Umgebung 
jedes Punktes ar^, für den f(x^ 4; ist, läßt sich jeder der drei 
Zweige von y nach dem binomischen Satz als reguläre Funktion 
von X — x^ entwickeln; über jedem solchen Punkte verlaufen also 
die drei Blätter isoliert. In jedem der drei Nullpunkte von f{x) — 
wir wollen sie mit «ß, «,, a^ bezeichnen — läßt sich y auf die 
Form bringen: 

2) y^]l^^li^^{x), 

wo (p{x) eine in der Umgebung von «^ reguläre Funktion von x 
bezeichnet. In jedem solchen Punkte hängen also alle drei Blätter 
der Fläche miteinander zusammen; bei Umkreisung eines der drei 
Punkte geht jeder Wert y über in s.y, wo f die bestimmte dritte 
Einheitswurzel; 

3) ,_,-"« 

bezeichnet (vgl. I, § 63). Im Unendlichen findet keine Verzweigung 
statt; man erkennt das, wenn man die Gleichung (1) in der Form: 

4) y = x-^J^ a^x-^ + a^x-^ + a^x-^ 

schreibt. Definieren wir also die drei Blätter der Fläche dadurch, 
daß y in einem bestimmten Punkt x im ersten Blatt einen be- 
stimmten Wert j/j, im zweiten Blatt den Wert ey-^, im dritten den 

Wert fi^y, haben soll, und legen wir die T" 
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über Kj nach or^, so haben wir die Blätter in der in Fig. 47 an- 
gegebenen Weise aneinander zu heften; dann kommt man bei Um- 
kreisung jedes einzelnen Verzweigungspunktea in positivem Sinne 
aus dem ersten ins zweite, aus diesem ins dritte Blatt, aus diesem 
wieder ins erste zurück. Man kann dann zwei Rückkehrschnitte so 
ziehen, wie in der Figur angegeben (im ersten, zweiten, dritten 
Blatt verlaufende Linien sind bezw. aasgezogen, gestrichelt, punktiert). 
Diese beiden ßückkehrschnitte haben nur einen Punkt (im ersten 
Blatte) miteinander gemein; und 
man die Fläche ihnen ent- 
lang zerschneidet, erhält man eine 
einfach zusammenhängende Fläche. 
Man erkennt das am einfachsten, 
wenn man die Schnitte bis auf die 
Strecke «„«j zusammenzieht, d. h. den Zusammenhang der Blätter 
längs dieser Linie aufhebt, sodaß sie nur noch über Kj a^ hinüber 



I. Die unzerschnittene Fläche ist also in der That vom Geschlecht 1 
gewesen (§ 3, II). 

Man kann auch leicht ein Integral I. Gattung auf der Fläche 
angeben, d. h, ein Integral einer rationalen Funlction von x und y, 
das auf der Fläche überall endlich ist. Eine regularisierende Hilfs- 
variable (§ 4) können wir einführen: 



Inem gewöhnlichen Pkt. x^ durch x — x^^ t, dx = dt, 

. Verzweigungspkt «^ durch ^ — «^ = t% dx = St^dt, 
inem unendl. fernen Pkt. durch t ~t-\ dx= —t-^di 



soll ako eine rationale Funktion M{x, y) von x und y zu einem 
überall endlichen Integral fB (x, y) dx führen, so ist dazu notwendig 
und hinreichend, daß B. auf der Fläche überall regulär ist (in dem 
§ 4, II definierten Sinne), außer in den Verzweigungspunkten, in 
denen sie Pole zweiter Ordnung haben darf, und daß R im Un- 
endlichen in jedem Blatte mindestens von der zweiten Ordnung Null 
wird. Anders ausgedrückt: es ist notwendig und hinreichend, daß 
Ey^ auf der Fläche überall regulär ist. Eine überall reguläre 
Punktion der Fläche ist aber eine Konstante; das kann hier ebenso 
wie in § 5 bewiesen werden. Also folgt: 
II. Das Inte ff r ah 

8) "=r^ 
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ist ein Integral erster Gattung; und jedes andere Integral erster Gattung 
dei' Mäche kann sieh von ihm nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden. 

Die Periodicitätsmoduln dieses Integrals an den Querschnitten A, B 
stehen in einem einfachen Ziasammenhang. Denn wir können durch 
erlaubte Ähäademng von B erreichen, daß er durch cyklische Ver- 
tauschung der Blätter (1, 2, 3) aus A hervorgeht. Es ist also: 

und folglich nach § 6, Vni: 

10) 2«^ = - a^.2oj^ = (y + yl/3).2<u,. 

G-anz wie im VI. Abschnitt können wir nun beweisen: 

III. X und y und überhaupt alle rationalen Funktionen von x und y 
sind elliptische Funktionen von u; 

unä zwar wegen der Eelation (10) elliptischer Funktionen der 
iilen in § 90 untersuchten Art 

Wollen wir espHcite Ausdrücke dieser Funktionen haben, so 
[■ zunächst die untere Grenze des Integrals m festlegen. 
Legen wir sie etwa nach «j, so gehört, wenn der Wert u dem 
Punkt {x, y) entspricht, der Wert tu zu {x, sy) und der Wert e^w 
zu {x, e"^. Ausdrücke für pn und p'u erhalten wir dann durch 
folgende Überlegungen: 

Durch Wegschaffen der Nenner und Benutzung der Eelation (2) 
kann die allgemeinste rationale Funktion von x und y zunächst 
auf die Form gebracht werden: 

11) Ji(:.,y)^ a, + a,i, + a,y^ 

in der die a, b rationale ganze Funktionen von x allein bedeuten. 
Multipliziert man dann im Zähler und Nenner mit 

und benutzt abermals dieUeiation (2), so erhält man die andere Form: 

12) iJ (I, jr) _ r„ W + 3, r,(i) + ,>,,(!), 

in der r^, r^, r^ rationale Funktionen von x sind. 

Da p{iu) = f.pu ist, so folgt, daß wir für pu speziell einen 
Ausdruck der Form erhalten müssen : 

13) pu^yr^[x). 
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Diesen müssen wir nun so bestimmen, daß er für a^ = «^ von der 
zweiten Ordnung, sonst aber nirgends, co wird. Es muß also r^ {x) 
überall, auch im Unendlichen, endlich sein, ausgenommen in x = a, 
wo 68 (auf der Fläche betrachtet) von der dritten Ordnung unendlich 
werden darf. [In x = k^ und x = a^ dürfte es von der ersten Ord- 
nung unendlich werden, aber das kann eine rationale Funktion 
Ton X allein nicht; also muß es auch dort endlich bleiben.) Im 
Unendlichen muß es überdies von der ersten Ordnung Null werden, 
ten hat nur 



die Konstante bestimmt sich aus der Vergleichung der Anfangs- 
glieder der Entwicklungen. Man erhält so : ^ 



und daraus durch Differentiation: 
also; 



15) . 



, £<#i j „ _ 2 „ + „ + !K_-fJ4i^.J 



Eine zweite Ditlerentiation ergiebt, da 
ist: 

^> ' ■ 21(x-a,y ^ 37(3:^«,)' ^ 

Integration daraus: 

Die Integrationskonstante bestimmt man am bequemsten durch 
Einsetzen von x = a^, was 
17) ?«.0, p-„_ '•-> ■-■■)"■- ■■■"■.--' 

emen belieljigen Punkt (?, i) der Flüche, 



pu = 



S(a:-{)" 
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ergiebt. Es ist also i;^ bis auf einen Zahlenfaktor gleich der Dis- 
Itriminante von f. 

Dei' zweite der in g 54 a. E, erwähoten Ansätze würde hier 
auf folgende Überlegungen fuhren: Zieht man den Schnitt Ä bis 
auf die gerade Verbindungslinie der Verzweigungspunkte a^ und «j 
zusammen und bezeichnet mit y^ deu Wert von y auf dem linken 
"Ufer dieser Linie im ersten Blatte, so erhalt man: 

,18). .^".=/i-+/^ = (-^)/|^' 

Zieht mau den Schnitt B durch das Unendliche hindurch auf die 
Verbindungslinie von a^ und a^ zusammen, so erhält man ebenso: 

' ^ J s'z/i' J Vi^ ^ '.} y,^ 

Den Punktm c und o- cnt&piPchen dso bei un&eifi Wahl der 
unteren Grienze die m § 40 (p 220) mit «j und ii^ bezeichneten 
Nullpunkte von pu, und man wiid so zunächst zu Wleiihung (14) 
zurück geil ihit Den Halbpenoden dagegen entsprechen hier zu- 
folge (lo) diei Punkte der Fläche, die zu demselben Werte .r ge- 
hören, also in den diei Blattern übeieinander liegen 



§ 129. Elliptische Kurven. 

Wir kehren zurück zur aligemeinenUntersuchung der algebraischen 
Gleichungen zwischen zwei Variabein a- und y, die dadurch identisch 
erfüllt werden können, daß man x und y als elliptische Funktionen 
I. Art einer Hilfsvariabeln u darstellt. Dazu ist es vielfach zweck- 
mäßig, sich diese Funktionen nach Anleitung von § 22 als Quo- 
tienten von Sigmaprodukten dargestellt ku denken; dabei darf man 
unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, daß die beiden Ausdrücke 
für a: und y denselben Nenner haben, da man sie ja auf gemein- 
samen Nenner bringen kann. Man erhält so den Ansatz: 

oder: 

2) x:y, 1 _ n"(«. - «,.): 1I«(" " «,.): U"!« - <■).)■ 
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Ein etwa allen drei Produkten gemeinsamer Faktor würde be- 
deutungslos sein und weggelassen werden können; dagegen dürfen 
wir den Fall nicht ausschließen, daß zwei von den drei Produkten 
einen gemeinsamen Sektor haben. Die Anzahl der Faktoren ist in 
allen drei Produkten nach § 22, (2) dieselbe und die Konstanten 
a, b, c genügen nach § 22, (3) den Gleichungen: 

Deuten wir x nnd y als Kartesische Koordinaten eines Punktes 
der Ebene, so stellen die Gleichungen (1) oder (2) eine ebene Kurve 
dar. Die Form dieser Gleichungen legt es nahe, durch die 
Substitution: 

KU homogenen Koordinaten überzugehen und die Gleichungen unter 
Einföhrung eines für diese geometrische Darstellung bedeutungs- 
losen Proportionalitätsfaktors q so zu schreiben: 

("■»-11 «(«-*.) (1-1,2 )• 

Man wird dann zweckmäßigerweise von der Benutzung des Kar- 
tesischen Koordinatensystems überhaupt absehen und unter .-Kj, x^, x^ 
irgendwelche Dreieckskoordinaten eines Punktes der Ebene verstehen. 
Denn man erkennt, daß die Darstellung in der Form (5) von der 
Wahl des Koordinatendreiecks insofern unabhängig ist, als eine 
Kurve, die für irgend ein Koordinatendreieck in dieser Gestalt sich 
darstellen läßt, für jedes Koordinatendreieck eine solche Darstellung 
zuläßt. Der Übergang von einem Fundamentaldreieck zu einem 
andern geschieht nämlich durch eine homogene lineare Substitution; 
wegen der Eelationen (3) ist aber jede homogene lineare Verbindung 
von a-j, x^, x^ eine jACOBieche Funktion w*™ Ordnung und läßt sich 
als solche auf Grund von % 40, IV als Sigmaprodukt derselben Art 
danitellen, wie sie in (5) auftreten. 

Von dieser Formulierung aus gelangt man nun zu folgender 
Verallgemeinerung: Man bezeichne mit x^, x^ . . . x^ homogene 
Koordinaten eines Punktes in einem liaume von m — 1 Dimensionen 
und setze: 

6) (",-'';(») (.--1,2...».). 
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wo 2'j(m) gleichändrige jACOBische Funlttionen «***■ Ordnung bedeuten 
sollen, die nicht alle einen gemeinsamen Nullpunkt haben. Be- 
trachtet man dann u allein als variabel, so stellen diese Gleichungen 
eine Kurve in dem genannten Eaume dar. Man nennt eine solche 
Kurve eine elliptische Kurve. Sie hat mit jeder linearen Mannig- 
fältiglieit [m ~ 2)**'' Dimension dieses Eaumes, der sie nicht ganz 
angehört, m Punkte gemein. Denn jede lineare homogene Verbindung 
der a.-j ist eine mit den l\{u) gleichändrige jACOnische Funlction, 
hat also nach § 37, IV gerade n Nullpunkte, wenn sie nicht 
identisch Null ist. 

Nun giebt es nach dem HJEEMiiEscrien Satz (§ 40, V) nicht 
mehr als n voneieander linear unabhängige JACOBische Funktionen 
„tei- Ordnung. Ist also m > h, so müssen zwischen den m Funk- 
tionen 2';(m) notwendig n^m verschiedene homogene Hneare Re- 
lationen identisch bestehen; mit andern Worten, es gilt der Satz: 

I. Ist m y> n, so liegt die durch die Gleichungen (8) dargestellte 
Kurve ganz in demjenigen linearen Räume von geringerer Himensionen- 
zahl, der durch diese Delationen aus dem zuerst angenommenen Satime 
ausgeschieden wird. 

II. Ist m ^= n und sind die I\(u) voneinander linear unabhängig, 
so nennen wir die Kurve (2): elliptische Normalliurve des Raumes 
von (m — 1) Dimensionen. 

Ist m < n und sind die 2j(m) voneinander linear unabhängig, 
80 können wir nach dem positiven Teil des HEBMiTESchen Satnes 
(§ 43) noch n — m von ihnen und voneinander hnear unabhängige 
und mit ihnen gleichändrige Funktionen T^^^{u) . . . T^iu) angeben. 
Wir können forner unsorn Raum R^ als in einem Räume F^^ von 
n — i Dimensionen gelegen denken, in welchem 3:^, x,^ . . . . a\^^, 
:t;^^^j, . . . x^^ homogene Punktkoordinaten sind; die Gleichungen: 

7) e«-,= ?i(») (.■=1.2,...m, m+l,...«) 

stellen dann eine elliptische Normalkurve dieses Raumes dar. Aus 
ihr entsteht die Kurve (6), indem man sie '{m — n)ma\ je von einer 
Ecke des Koordinatensystems aus auf die gegenüberliegende Mannig- 
faltigkeit projiziert Es gilt also der Satz: 

in. Jede elliptisi:he Kurve n*«'' Ordnung, die in einem ebenen 
Raum von weniger als n— 1 Dimensionen liegt, läßt sich als Projektion 
einer elliptischen Normalkurve des Raumes von n Dimensionen ansehen. 

Umgekehrt wird durch eine solche Projektion aus der Normal- 
burve des R^ im allgemeinen eine eUiptische Kurve n^ Ordnung 
des R^ erhalten. Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn einer 
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oder mehrere der successiTe 7Lini Piojektionscentrum gewählten 
Punkte auf dei Kuiye aeibst liegen Dann haben nämlich die übrig 
bleibenden Funktionen 2J, als Sigraapiodukte dargestellt, einen oder 
mehrere Faktoren gemein stieieht man diese weg, so sieht man, 
daß die erhaltene Piojektion m diesem Falle von niedrigerer als der 
jjten Ordnung ^^lrd 



§ 130. Die ebene Kurve dritier Ordnung ohne singulare Punkte- 

Betrachten wir zunächst den speziellen Fall m = 3, », — 3; 
seien also in den Gleichungen; 

I) (.:., = ?,(»), (.X, _?",(.), e ',-!•,{„) 

Tj^, T^, Tg drei voneinander linear unabhängige gleichändrige 
jACOBische Funktionen dritter Ordnung. Die erste Frage ist, ob 
zu inkongruenten Werten n auch immer verschiedene Punkte der 
Kurve gehören. Dabei dürfen wir annehmen, es sei bereits das 
„wirkliche" Perioden parallelogramm der aus den T durch Division 
hervorgehenden elliptischen Funktionen eingeführt; dann folgt 
aus § 127, in: 

I. IFenn zu jedem Punkte der Knrve inhon,gruente. Werte von u 
ffehoreti, lassen sich die beiden (Quotienten T-y(u) : T^('u) und T,^(n):T^(u) 
als rationale Funlitionen einer Hilfsvariaheln t darstellen, die selbst 
eine elliptische Funktion von u ist 

Eine elliptische Funlction erster Ordnung giebt es überhaupt 
nicht {§ 14, VI); durch eine elliptische Funktion II. Ordnung läßt 
sich eine solche III. Ordnung nicht rational darstellen. Folglich 
muß t eine elliptische Funktion dritter Ordnung von u und T^ : T^, 
T,j,:T^ müssen lineare Funktionen von ihr, also (I, § 14, VI) auch 
voneinander sein. Daraus folgt: 

II, In diesem Falle stellen die Gleichungen (1) eine (dreifach 
überdeckt zu denkende) gerade Linie vor. 

In jedem andern Falle gehören zu inkongruenten Werten von u 
im allgemeinen auch verschiedene Punkte der Kurve. Ja man kann 
sogar zeigen, daß das ausnahmslos gilt. Denn wenn etwa zu zwei 
inkongruenten Werten m^, n.^ derselbe Punkt der Kurve gehörte, so 
könnte man wegen §129 unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, 
es sei der Punkt a:, = a-^ = 0; dann hätten 'I\ und Tj zwei und 
folglich nach § 40, IV auch den dritten Nullpunkt gemein, unter- 
schieden sich also nur durch einen konstanten Faktor und die Be- 
dingungen des Satzes I wären erfüllt. 
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Bilden wir dann eine homogene lineare Funktion der x: 

so wird dieselbe eine mit den 'l\{i.i) gleichändrige Funktion, hat 
. also auch drei Nullpunkte. Da jedem Yon diesen nur ein Kurren- 
punkt entspricht, 30 folgt: 

III. Die Kurve (1) hat mit jeder Geraden A(x) = drei Funkle 
ffemein, ist also von der dritten Ordnung. 

Kein Punkt der Kurve kann die Eigenschaft haben, daß jede 
durch ihn gehende Gerade die Kurve nur noch in einem Ton ihm 
verschiedenen Punkt schneidet. Denn wiire das für den Punkt 
^■j = a^2 = der Fall (der ja beliebig ist), so hätten 1'^ und '1\ einen 
doppeltzählenden Nullpunkt gemein; daraLia würde wie oben folgen, 
daß sie sich nur durch einen konstanten E'aktor unterscheiden. Es 
gilt also der Satz: 

IV. Außer im Falle des Satzes I hat die durch die Gleichungen (i) 
dargestellte Kurve keinen singulären Punkt, 

Eine ganze homogene Funktion w'™ Grades der x wird durch m 
ausgedrückt eine jACOBische Punktion der Ordnung dn, hat also 
3n Nullpunkte. Daraus folgt: 

V. Die Kurve (1) hat mit jeder algebraischen Kurve n'"" Ordnung 
3 n Funkte gemein. 

Sei C„{3r) = die Gleichung einer solchen Kurve, A{x) = ^ die 
irgend einer geraden Linie. Dann ist der Quotient C„: ^"j als Funk- . 
tion von x betrachtet, eine eUiptische Funktion erster Art, Be- 
zeichnet man also mit a die Summe der Nullpunkte von Ä, mit 
M,, Mg . . . Wgj, die Nullpunkte von C,,, so ist nach dem AßELschen 
Theorem : 
2) Mj + «2 + ■ ■ . ■+ M3„ = VI ß [modd. Per.), 

also unabhängig davon, welche 6'^ man gewählt hat. Insbesondere 
ist diese Summe für jede gerade Linie gleich a. Der Wert dieser 
Konstanten a hängt ab von der Wahl des Nullpunkts in der M-Ebene; 
unbeschadet der Allgemeinheit können wir ihn so gewählt denken, 
daß a = wird. Dann gilt der Satz: 

VI. Die 3 n Schnittpunkte unserer Kurve dritter Ordnung mit irgend 
einer Kurve n'"' Ordnung sind durch die Jielation verbunden 

8) Wj + «2 + . . . + M3„ = [modd. Per.). 

Sind umgekehrt auf unserer Kurve 3 m Punkte gegeben, deren 
der Kelation (2), bezw. (3) genügen, so kann man 
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nach § 22, I stets eine mit den re'™ Potenzen der T^ gleicliäiidrige 
JAOOBische Funktion {Znf" Ordnung bilden, die alle diese Punkte 
zu Nullpunkten hat. Eine solche Funktion läßt sieh aber stets als 
ganze homogene Funktion re*™ Grades von T^, T^, T^ darstellen. 
Denn zwischen den T^, T^, Tg kann keine andere homogene Relation 
bestehen, als die Gleichung dritten Grades fg{x^,x^,Xg) = 0, die 
eben unsere Kurve vorstellt, und natürlich diejenigen Relationen 
M.f=Q, die aus ihr durch Multiplikation mit irgend einer homo- 
genen Funktion M entstehen; bestände darüber hinaus noch eine 
weitere, so würde man durch Elimination von T^ zu einer homogenen 
Relation zwischen T^ und T^ allein gelangen können, sodaß 2", und X^ 
nicht linear unabhängig wären, gegen die Voraussetzung. Sei 
x^'--x/a:^y (k + (9 + 3' = 3) ein Glied, das in f wirklieb vorkommt, 
so kann demzafolge keine Relation m**"" Grades allein zwischen den- 
jenigen Produkten von Potenzen der x bestehen, die durch i 
nicht teilbar sind. Also sind diese Produkte linear um 
und da ihre Anzahl in jedem Falle = 3 Ji ist, so folgt, daß sich jede 
mit ihnen gleichändrige jACOsische Funktion (3 m)'*'' Ordnung linear 
durch sie ausdrücken läßt. Also gilt der Satz: 

VII. Wenn 3 n Punkte unserer Kurve durch die Relation (3) ver- 
bunden sind, ffiebt es stets (mindestens) eine durch sie hindurchgehende 
Kurve n'^ Ordnung, die die gegebene Kurve dritter Ordnung nicht als 
Bestandteil enthält. 

Aus diesen Sätzen ergeben sich eine Reihe von Anwendungen 
mit Hilfe der Teilungsprobleme (§§ 104 und 114), Nehmen wir z. B. 
einen Schnittpunkt einer Geraden als gegeben an und verlangen die 
Gerade so zu bestimmen, daß die beiden andern Schnittpunkte zu- 
sammenfallen (mit andern Worten, verlangen wir von einem ge- 
gebenen Punkt der Kurve selbst aus Tangenten an sie zu ziehen) 
so muß; 
4) 2 «3 ^. - !^i + « 

sein. Die Aufgabe, u^ aus dieser Gleichung zu bestimmen, ist das 
allgemeine Zvveiteilnngsproblem; sie hat nach §§ 113 und 114 vier 
Lösungen. Ist u-^ eine von ihnen, so sind die drei andern: 



«1 + o\, 



«l+Ü 



Sei ferner verlangt, die Wendetangenten der Kurve i\\ bestimmen, 
d. h. diejenigen Geraden, die drei zusammenfallende Punlite mit ihr 
1 haben, so ist das auszudrücken durch: 
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"Das ist (las allgemeine DreiteilungsproUIem, das neun Lösungen hat; 
ist eine derselben u., so sind sie: 






1 «1+ -3-^ «i + - V '' «1+-^-^- 

Man sieht übrigens, daß die oben zur Vereinfachung gemachte An- 
nahme, a sei gleich Null, darauf hinauskommt, daß man den Wert 
?( = einem Wendepunkt der Kurve zuordnet. 

Aus dea Argumenten (7) der Wendepunkte ergeben sich ihre 
Gruppierungs Verhältnisse. Man erkennt zunächst: 

VIII. Jede Gerade, die zwei Wendepunkte verbindet, schneidet die 
Kurve noch in einem dritten Wendepunkt 

Drei solche Punkte: 

«,+ """-t'-""' (»-1.2,3) 

liegen nämlich nach VII auf einer Geraden, wenn die heiden Kon- 
gruenzen erfüllt sind: 

\-\- )^ + X;f^O, ^j + ^ + /t3 = (mod. 3). 

Diese Kongruenzen gestatten aber zwei von den drei Wendepunkten 
beliebig anzunehmen; der dritte ist dann durch sie bestimmt. 
Soloher „Wendelinien" giebt es: 

-3^-12; 

denn den ersten Wendepunkt kann man auf neun Arten wählen, den 
zweiten dann noch auf acht Arten; bei dieser Art abzuzählen, wird 
aber jede Wendelinie 3 ! mal erhalten. In dem Schema (7) Hegen 
je die drei Punkte einer Horizontalreihe auf einer Geraden, ebenso 
je die drei Punkte einer Vertikalreihe, endlich je drei Punkte, die 
ein Glied der Determinante geben würden, wenn man das Schema 
als eine solche behandeln würde. Daraus folgt: 

IX. Die zwölf Wendelinien ordnen sich zu vier „Wendedreiecken" 
zusammen, deren jedes sämtliche neun Wendepunkte enthält 

Eine ähnliche Frage ist die nach den „sextaktischen" Punkten. 
Da ein Kegelschnitt von fünf Konstanten abhängt, kann man ihn 
so bestimmen, daß er mit unserer Kurve in einem gegebenen 
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Punkte ?(j fünf Iconsekiitive Punkte gemein hat (eine . Berührung 
Tierter Ordnung mit ihr eingeht); der sechste Schnittpunkt ist dann 
durch die Kongruenz: 

8) 5 k, +M„ = 2« (modd. Per.) 

hoatimmt. .Kr ist im allgemeinen von dem ffegebenen Punkt ver- 
schieden und fällt nur in dem Falle mit ihm zusammen, daß 

9) 6 !(j ^ 2 a (modd. Per.) 

ist. Es giebt 36 verschiedene Punkte, deren Argumente dieser 
Kongruenz genügen; unter ihnen sind aber die neun Wendepunkte, 
für die der sechapunktig berührende Kegelschnitt in die doppelt 
gezählte Wendetangente ausartet. Nm- die 27 übrigen Punkte sind 
eigentliche sextaktische Punkte; sie ordnen sich den Wendepunkten 
in der Weise zu, dalä zu jedem Wendepunkt u^ drei sextaktische 
Punkte: 

10) 'h+'i-' «, +-r' ". + f- 

gehören. Diese liegen nach VII auf einer Geraden, ,,der Jiarnioni- 
xcken Folaren des IFendepunhts" . 



§ 131. Kanonische Koordinatensysteme für rfie ebene Kurve 
dritter Ordnung. 

Die Sätae über die WendepunlEte gestatten, die G-leichung der 
Kurve durch Einführung geeigneter Koordinatensysteme auf zwei 
sehr übersichtliche Formen zu briugen. 

Wilhlt man erstens eine Wendetangente w = 0, die zugeliörige 
harmonische Polare und irgend eine Gerade durch den Wendepunkt 
zu Seiten des Koordinatendreieclcs, so erhält man bei passender Be- 
stimmung des Einheitspunktes Gleichungen der Form; 






oder nach § 23, (1) und (l^^): 

2) x = -^^ =pa~po, y = ^=p'u. 
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Also lautet die Gleichung der Kurve in diesem Falle: 
4) ^^ = 4 (X + paf - g^ {x + pa) ~ g^, 

oder weun man die dritte Seite des Koordinatensystems so wählt, 

daß p« = wird, einfach: 

4} y^^4:x^~g^x~y^. 

Wählt man aber zweitens ein Wendedreieck zum Koordinaten- 
dreieok, so erhält man Gleichungen der Form: 



Dann ist: x^^ + x^^ + x^ eine y-Funktiou neunter Ordnung, die in 
jedem der neun Wendepunkte Null wird. 



[Setzt man z. B. u - 



/ 2 Ui -t- 4 6>5 \ _ /■ 2 6jj \ _ / 4 o, ^ 2 


«i.\ 


^s ist aber: 




^/2<., + +«,\ /-4^,-2«, , ^ 




<ry ^ j ^ ^ 3 ! _ ^, 1 - . 


•) 


,„,^,,,,(-i^^--L'". + „.,„,) ,_,„ 


-2», 


j (^ 


S 


"{^^^^)-(-=V--^ + ^"..-- 


4 


,=,.-. ,)(-^^i=^+.. -..),( -2. 


+ 4(<(ä 



(wegen § 19, (14)]. 

Sie kann sich also von 3\, x:^. x.^ mxv dui'cli einen konstanten 
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Falttor untersclieideD, und es besteht folglich für alle Punkte unserer 
Km've eine Gleichung der Form: 

6) x^^ + x^^ + .rg3 + 6 a.x^ x^ x^ =: 0. 

Wenn es umgekehrt auf algebraischem Wege gelingt, die Glei- 
chung einer vorgelegten ebenen Kurve dritter Ordnung durch Ein- 
führung eines neuen Koordinatendreiecka in eine der Formen (4) 
oder (6) zu transformieren, so ist damit zugleich eine Parameter- 
darstellung der Kurve der Form (1), bezw. (5) gegeben. 



§ 132. Die Raumkurve vierter Ordnung erster Spezies. 

Wir nehmen jetzt den Fall n = A, m =^ 4 der allgemeinen 
Untersuchung von § 129 vor. Es seien also in den Gleichungen: 

1) (.r, = .7\(,.), ei,-r,(.), ,,..,- r,(»), (.i. = y.w 

die T voneinander linear unabhängige JACOBische Funktionen vierter 
Ordnung. Dann folgt wie in § 130, I: 

I. Wenn zu jedem Punkte der Kurve (1) inhongruente Werte von u 
gehören, lassen sich die Quotienten der T als rationale Funktionen einer 
Hilfsvariabeln t darstellen, die selbst eine elliptische Funktion von u ist. 

Diese elliptische Funktion ist dann entweder vom vierten oder 
vom zweiten Grad; die Quotienten der T sind also entweder lineare 
oder quadratische Funktionen von ihr. Daraus folgt: 

II. Die Gleichungen (1) stellen in diesem Falle entweder eine vier- 
fach überdeckte Gerade oder einen doppelt überdeckten Kegelschnitt vor. 

Wenn das aber nicht der Fall ist, kann man (vgl. § 129, p. 322) 
unbeschadet der ÄUgemeinlieit annehmen, die vier Ecken des Koor- 
dinatentetraeders lägen auf der Kurve und seien einfache Punkte 
derselben; dann haben je drei der vier T^ einen, aber auch nur 
einen gemeinsamen Faktor. Unter den vier J\ müssen drei sein, 
zwischen denen keine hneare homogene Relation besteht; denn be- 
stände je eine solche zwischen je dreien von ilmen, so bestände 
auch eine zwischen allen vieren, gegen die Voraussetzung. Seien 
T^iu), T^ifi), 1'^{u) linear unabhängig; hebt man ihren gemeinsamen 
Faktor, so sieht man (vgl. § 129 a. E.): 

in. In jedem andern Falle ist die Projektion der Kurve (1) von 
einem ihrer Punkte aus auf irgend line Ebene eine Kurve dritter 
Ordnung ohne singulare Pun/tte. 
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Daraus folgt wegen § 130, IV: 

IV. Außer im Falle I besitzt unsere Kurve keinen singulüren Punkt. 
Femer ergeben sich analog wie § 130, m, V, VI die Sätae: 

V. Unsere Kurve hat mit jeder Ebene vier Punkte gemein, ist also 
von der vierten Ordnung. Man nennt sie Baumhurve vierter Ordnung 
erster Spezies. 

VI. Mit jeder algebraischen Fläche n"' Ordnung hat unnere Kurve 
4n Punkte gemein, deren Argumente durch die Delation eerbnaden sind: 

2) (i^ + Hj + . . . + M,„ = (modd. Per.) 

Nicht so einfach iat die Umkehning dieses letzten Satzes zu 
beweisen. Nur den einfachsten Fall n — \ können wir sofort er- 
ledigen: denn man sieht, daß man eine mit den gegebenen gleich- 
ändrige JACOBische Funktion bilden kann, die in drei gegebenen 
Punkten und also auch in einem vierten, durch die Relation {2} mit 
ihnen verbundenen. Null wird. Da aber die vier gegebenen Funk- 
tionen (1) als bnear unabhängig vorausgesetzt waren, so ist diese 
neue Funktion nach § 40, V als lineare Funktion der gegebenen 
darstellbar, Dara'u'! folgt: 

VII. Vier Punkte der Kurve, deren Argumente durrh die Pehifion 
verbunden sind: 

3) ■ «j + M^ + «3 + M^ = (modd. Per.) 
liegen stets in einer Ebene. 

Von den an diesen Satz sich knüpfenden Anwendungen der 
Teilnngsprobleme sei hier nur die Frage nach den Nyperoshidations- 
ehenen erwähnt, d. h. nach denjenigen Ebenen, deren Schnittpunkte 
mit der Kurve alle vier zusammenfallen. Diese Schnittpunkte ge- 
niigen der Kongruenz: 

4) 4m = (modd. Per.); 

daraus folgt nach § 104, daß ihre Anzahl 16 beträgt. Wählt man 
eine solche Ebene, eine von ihr verschiedene Ebene durch die zu- 
gehörige Tangente, eine dritte Ebene durch den Berührungspunkt, 
aber nicht durch die Tangente, und eine vierte Ebene zu Koordi- 
natenebenen, so kann man die Gleichungen der Kurve, bei ge- 
eigneter Bestimmung der hierin noch willkürlichen Elemente, auf 
die Form bringen (vgl. § 131, 2): 

5) x=pu, y^-pu, z^fu. 
Hieraus ergiebt sich 

VIII. eine algebraische Darstellung der Kurve, bei der sie als 
vollständiger Schnitt der beiden Flächen zweiter Ordnung: 
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erscheint. 

Jede Gerade einer dieser Flächen zweiter Ordnung hat mit der 
Kurve zwei Punkte gemein, nämlicb diejenigen beiden Punkte, in 
denen sie die andere Fläche schneidet. 

Auch ohne solche spezielle Wahl des Koordinatensystems kann 
man sich davon überzeugen, daß unsere Kurve Grandkurve eines 
Büschels von einfach unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung ist. 
Denn aus den vier Funktionen 'I\ kann man zehn Quadrate und 
Produkte bilden; von diesen müssen sich nach § 40, V mindestens 
zwei linear und homogen durch die übrigen ausdrücken lassen. Es 
können aber auch, außer im Falle I, nicht mehr als zwei von- 
einander linear unabhängige Flächen zweiter Ordnung durch die 
Kurve gehen; denn der einzige sonst noch denkbare Fall, daß unsere 
Kurve in eine Gerade und eine Eaumkurve dritter Ordnung verfiele, 
wird dadurch ausgeschlossen, daß diese letztere eine rationale 
Kurve ist. 

Durch jeden Punkt des Saumes kann folglich eine Fläche 
zweiter Ordnung gelegt werden, die unsere Kurve ganz enthält. Da 
durch jeden Punkt einer solchen Fläche zwei Gerade gehen, die 
ganz in ihr liegen, so folgt; 

IS. Durch einen Punkt des liaiimes gehen im allgemeinen zwei 
Sehnen der Kurve. 

Daraus folgt; 

Durch Projektion unserer Kurve von einem nicht auf ihr ge- 
legenen Punkte erhält man eine ebene Kurve vierter Ordnung mit 
zwei Doppelpunkten. Wählt man das Projektionscentrum speziell: 

a) auf einer Tangente der Kurve; 

b) im Schnittpunkt zweier Tangenten; 

c) auf einer der durch die Kurve gehenden Kegel fl ach en ; 

d) auf einer Tangente in einem Hjperoskulationspunkt; 

e) in der Spitze einer der genannten Kegelflächen, 
so erhält man als Projektion bezw. 

a) eine ebene Kurve vierter Ordnung mit einem Doppelpunkt 
und einer Spitze; 

b) eine solche mit zwei Spitzen; 

c) desgl. mit Selbstherühirung; 

d) mit Schnabelspitze; 

e) einen doppelt überdeckten Kegelschnitt, 
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% 133. Korrespondenzen auf elliptischen RiEiviANKSchcn Flächen. 

Wir wollen noch die folgende Frage beantworten; 

Auf trelche IFei'ie kann eine elliptische SiEMANNsche Fläche so 
analyäsch auf steh selbst bezogen werden, daß jedem Uirer Punkte x 
a Punkte y und umfjpkehrt jedem Punkte y ß Punkte x entsprechen? 

Man sf^t dann man hat auf der Fläche eine («, ß)-Korrespoiidenz. 

Seien die u Pankte y, die einem Punkte x entsprechen, in Ije- 
liehiger Aufem ^nderfolge mit: 

1) 'j, y" ■ ■ ■ »'"' 

bezeichnet, sei feini=r allgemein: 

gesetzt. Betrachten wir dann allgemein die Summe: 

3) &-_.(,■) + ,{,-)+ ...+»(yW) 

als Funktion von x, so sehen wir: sie ist für alle Werte von x 
endhch; und wenn x einen Periodenweg durchläuft, können sich die y 
nur untereinander permutieren, ü kann sich also nur um eine von x 
unabhängige Größe vermehren. Daraus folgt nach § 6, XI und § 7,11: 

4) U=kv(x) + k^, 

wo k und Äj von x unabhängige Größen bedeuten. Der zweiten 
können wir durch die Wahl der unteren Grenze der Integrale einen 
beUebigeu Wert, z.B. den Wert erteilen; über die erste erhalten 
wir näheren Aufschluß, wenn wir x einen bestimmten Periodenweg 
durchlaufen lassen. Wir finden so die beiden Gleichungen: 

in denen «, ß, y, 8 ganze Zahlen bedeuten. Aus ihnen folgt durch 
Elimination von k für x die quadratische Gleichung: 

Wenn also die vorgelegte elliptische Fläche nicht complexe Multi- 
plikation (§ 119) zuläßt, muß 
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sein es ist also dann k eine (fanze Zahl die man die IPertigleit 
der Kiriespondenz nennt Fine solche Koneiondeiiz nennt man 
eine If ei ti^/tettshoj > esponden^ m<in kann somit den Satz aussprechen 

I iuf etnfT nicht stnqularen elhptische?i 2 lache evctieien keine 
andern Aoriesponden^en ah }f et itffketis/iori esponden^en 

Um zu emei aigehiaiachen Daistellung solchei Koiresi ondt-n/cu 
etzen wu /ui Abkürzung 



.(..■;.)-.(/, 



VmJ 

und bezeichnen mit x einen variabeln Punkt, mit y', y" . . ■ j*"' die 
ihm entsprechenden Punkte; mit .v^ einen festen Punkt, mit 
!/«'} !/o" ■ ■■l/o'"^ ^^^ i^*^ entsprechenden; endlich mit 1/ einen Yariabeln, 
mit 1/g einen festen Punkt. Dann ist das Produkt: 

Q^ /,'/,, ,,-1 . [ '^(?'; ^) "l" rr -'(^-^ z/'*"') 

als Funktion von 1/ betrachtet, eine Funktion der Fläche (§ 4 a. E.); 
denn wenn y einen Periodenweg durchläuft, tritt zu ihr ein Ex- 
ponentialfaktor (§ 20, 12), dessen Exponent sich vermöge der Glei- 
chung (4) und der entsprechenden Gleichung für x^ und die yu'""' als 
Null ergiebt, Sie hat die Punkte y('> zu Nullpnnlcten, die Punkte y^*'' 
KU Polen; außerdem entweder x zum A-facben Nullpunkt und x^ 
zum Ä-facben Pol oder x zum (— Ä)-fachen Pol und x^ zum 
(— A)-fachen Nullpunkt, je nachdem /( positiv oder negativ ist. Läßt 
man andererseits x einen Periodenweg durchlaufen, so sieht man 
zunächst nur ein, daß zu der Funktion F {x, y) ein Exponential- 
faktor tritt, dessen Exponent gleich: 



{2m^V, + 2m,v,)f: 



ist, unter m^ und m^ irgend welche ganzen Za,hlen verstanden; da 
aber die Funktion nach wie vor eine algebraische Funktion von y 
bleiben muß, müssen diese Zahlen Null sein, und es ergiebt sich, 
daß F {x, y) auch als Funktion von x eine Funktion der Fläche ist. 
Damit ist der Satz bewiesen: 

H. Jede fTertigkeitskorrespondenz auf einer elliptischen HiemanN' 
sehen Fläche läßt sich algebraisch darstellen durch Nullsetzen einer 
Funktion F(x,g), die in Bezug auf jeden ihrer Argumente eine Funktion 
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dej- Fläche ist. Wird x festgehalten ^ so vnrd ^(x, y) ah Funktion 
von y k'fach 0-, bezw. (— h)-fach OD für x = y und je einfach in 
den a Punkten ^'■), die dem x entsprechen; loird y festgehalten, so 
gilt Analoges. 

Wir bilden ferner die Fnoktion: 

Äucli sie ist eine Funktion der Fläche; denn wenn a: einen Periodeu- 
weg 2 oj durchläuft, tritt zu ihr ein Expouentialfaktor, dessen Ex- 
ponent gleich ist: 

11) 2J■2^r-^-hf-ß^ + {2■m^,^+2m,^!,)f^^, 



mit denselben Werten der ganzen Zahlen m^ und m^ wie vorhin. 
Da diese Noll sind, so folgt aus (3) und der entsprechenden Glei- 
chung für a-Q und die yo''', daß der ganze J^xponent ist, daß also 
F(x) eine Funktion der Fläche ist. Sie wird je A-fach co für x-= x^ 
und X = y^, je einfach in den « Punkten i/^,*'^ und in den ß Pankten x, 
die dem Punkte g^, als einem Punkte y entsprechen (denn für diese 
fallt je eines der g'-''> mit y zusammen). Also muß sie auch 
a + ß + 2k Nullpunkte haben ; sie wird aber nur Null, wenn x mit 
einem der ihm selbst zugeordneten Punkte i/'* zusammenfällt. 
Einen aolchen Punkt x nennt man einen Koincidenzpunkt der 
Korrespondenz; damit kann man den bewiesenen Satz folgender- 
maßen aussprechen: 

III. Fine k-wertige [a, ß) Korrespondenz auf dm- elliptischen 
Fläche hat 
12) C=« + /? + 2/t 



Diese Zahl C kann ihrer Bedeutung nach niemals negativ sein; 
sie kann aber auch nicht größer sein als 2[ce -{- ß). Denn setzen wir: 



r dt, , , 'c dx. 

J )//(i) J yf{%) 

Ldct: 



und bilden das Produkt: 
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so sehen wir, daß es eine elliptische Funktion I. Art von u ist, da 
die symmetrischen Fimktionen der vP'> solche Funktionen sind. 
Unbeschadet der Allgemeinheit dürfen wir annehmen, m = 0, d. h. 
die untere Grenze der Integrale, sei kein Koincidenzpunkt; dann 
wird 0(a') unendlich von der Ordnung 2« für m = und je YOn 
der Ordnung 2 in jedem der ß Punkte u, die umgekehrt dem w; = 
entsprechen. Also hat 0(a^) auch 2 c. + 2ß Nullpunkte; unter diesen 
müssen die Koincidenzpunkte sein. — Der Schluß versagt in dieser 
Form für Korrespondenzen, für die ein «j*'"' stets = — w ist, da 
dann <l>(x) identisch NuU ist; aber für solche ist « = Koincidenz- 
punkt. Es gilt somit allgemein der Satz: 

IV. Die Zahlen C und k sind durch die Ungleichungen beschränJä: 

15) 0^C'^2ß + 2(9, --'^^^^S-^^^' 

Insbesondere giebt es nur zwei Arten, eine nicht singulare 
elliptische EiEMANNSche Fläche umkehrbar eindeutig auf sieh selbst 
zu beziehen, oder nur zwei Arten von (1, 1) Korrespondenzen auf 
der Fläche: 1-wertige und (— l)-wertige. Die ersteren sind durch 
Gleichungen der Form: 

16) u + w^c, 

die letzteren durch Gleichungen der l'orm : 

17) „-„_c 

definiert. Die ersteren haben je vier Koincidenzpunkte; 

18) {' |- + ^"i' -i+^h^ 1" + '"''^. 
die letzteren keine. 

Ist, die Gleichung (6) nicht identisch erfüllt, so erhält man aus 
den Gleichungen (5) durch Elimination von t auch für k eine Glei- 
chung zweiten Grades (vgl. § 119, (5)): 

19) k^-{a+ ^)A + « = 0. 

SoU die Korrespondenz insbesondere eine (1, l)-deutige sein, so muß, 
wie man durch Vertauschung von x und y in der Gleichung (4) 
findet, auch l/ft einer Gleichung derselben Form wie (19) genügen, 
d. h. einer Gleichung, in der der Koeffizient von k^ gleich 1 und 
die übrigen Koeffizienten rationale ganze Zahlen sind. Das ist nur 
für n = ± 1 der Fall; da w = — 1 nach § 119, (7) ausgeschlossen 
ist, so folgt, daß w = -f 1 sein muß. Satz II von § 1 1 9 giebt dann 
das Resultat; 
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IV. Ändere [J, 1)- deutige Kori cspondenzen ah die dm < h [16) 
und {17) gegeheiieri existieren nui in den ^i; ö'' und '10 Ulionddtea 
speziellen Fällen; 

nämlich im haniionisclieii Falle; 

20) u-c- +■■![«, - c) 
mit den zwei Koincidenzpunkten r 

21) n und c + w^; 
im äquianharmonisohen Falle: 

22) u-c-,{«-c) 
mit den drei Koitici den z punkten (Ygl. § 90, (6)): 

23) c, e + fil^sjw,, c-^l-B]o*,. 

Im letzteren Falle kann s irgend eine der vier Größen e' '■' , 
?.— l, 2, 4, 5 bedeuten. 



FÜNFZEHNTER ABSCHNITT. 

Lineare Diflerentiaigleicliungen IL Ordnung, deren Koeffi- 
zienten elliptische Funktionen und deren Integrale ein- 
deutige Funktionen der unabhängigen Veränderlichen sind. 

§ 134. Der Satz von Picard. 

(Obwohl die Sätze dieses Paragraphen füi- Hneare Differential- 
gleichungen beliebiger Ordnung gelten, wollen wir uns doch bei 
ihrer Entwicklung auf lineare Differentialgleiclmngon zweiter Ordnung 
bescliräiiken.) 

Es sei eine lineare homogene Differentialgleichung /weiter 
Ordnung vorgelegt: 

Wir müssen die beiden folgenden Sätze als bekannt voraussetzen: 
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I. In jedem einfach zusammenhäryenden Bereiche, in dem f^ {u) 
und f^{u) sich regvVär verhalten, existieren zwei rächt bloß um einen 
konstanten Faktor verschiedene reguläre ßitnktionselemente y^ (m), y^ {?(), 
deren jedes, in die Gleichung {!) eingesetzt, sie identisch befriedigt. 

II. Jede in einem solchen Bereiche reguläre Funktion y{u), die in 
die Gleichung {1} eingesetzt sie identisch befriedigt, läßt sich ah lineare 
homogene Komhination der beiden Elemente y^ (m), y^ (!<) mit von u un- 
abhängigen Koefflzientm darstellen: 

Wenn man aus dem Funktionenelement y^ifi) durch analytische 
Fortsetzimg das Element !/j(m^-2£o) erhält, so muß dieses nach 
I, § 6t), IV die Grleichung befriedigen: 

3) y" + /!(« + 2ß,)y' +/;(« + 2(0)^ = 

(wir gebrauchen die Äccente als Zeichen der Differentiation nach u). 
Sind /'i und f^ periodische Funktionen mit der Periode 2 o», so fällt 
diese Gleichung mit der ursprünglichen (1) zusammen. Dann folgt 
aus Satz II: 

III. Sind die Koeffizienten der Gleichung (1) periodische Funk- 
tionen von y mit der Periode 2 w; sind y^ (u), y^ (w) zwei der Gleichung 
genügende linear unabhängige Funktionselemente mit einem gemein- 
schaftlichen Definitionsbereiche; sind endlich y^(ii + 2 ai), y^{u + 2 m) 
zwei Funlitionselemente , die aus den beiden ersten durch simultane 
analytische Fortsetzung entstehen, so bestehen Gleichungen der Form: 

j i/i (m + 2 «o) = «11 yi (m) + ßja y^ [u), 

\ y^{u-^2co) = a^^y^(u) + a^^yM, 

in denen die a.j^ von u unabhängige Großen bedeuten. 

Man pflegt das kürzer, wenn auch weniger präcis, so aus- 
zudrücken: 

Illa. Bei Vermehrung des Arguments um eine Periode erfahren 
zwei beliebige linear unabhängige Integrale einer linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung mit periodischen Koeffizienten eine homogene 
lineare Substitution mit konstanten Koeffizienten. 

Man kann nun fragen, ob es nicht möglich ist, hier eine lineare 
Substitution von besonders einfacher Form dadurch zu erhalten, daß 
man das Paar von Integralen, von dem man ausgeht, in besonderer 
Weise wählt. Irgend ein Integral 
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geht bei der Substitutioa (4) über in: 

6) j/W + 2 m) - («,i c, + a,^ c^)i/, (u) + {a,, c, + a,^ .,)-/, («); 

es wird also das neue Integral element gleich einem konstanten 
Vielfachen des alten sein, wenn die Gleichungen bestehen: 

1a., c, + a„, c, — Ic,, 

Diese Gleichungen können aber nur dann für Werte von c^ 
und c^, die nicht beide gleich Null sind, zusammen bestehen, wenn 
die Determinante: 

8) Dm = ^°"^~'' ^^°'^^\ 

Null ist, wenn also mit X eine Wurzel der Grleichung: 
9} J)[l)^0 

oder ausführlich geschrieben: 

bezeichnet wird. 

Wäre «jj ßj3 — «13 «ai ~ 0, so wären y^ [u + 2eo) und j/^ (u + 2(o) 
nicht linear unabhängig Toneinandor. Das kann aber nach I, § 66, IV 
nicht sein, da j/j (m) und i/^{u) als voneinander linear unabhängig 
vorausgesetzt waren. Also hat die G-leichung (9) in jedem Falle 
mindestens eine endliche und von Null verschiedene Wurzel. Nimmt 
man diese in den Gleichungen (7) für X so giebt es stets Werte 
von c^ uül Cj die lese Gleichungen I efnedigen und nicht beide 
gleich Null s nd Also gilt der Satz 

IV. Lnter den Inteqrahn dei Gleichung (1) ist tiiter dei in 
gegebenen J o> ausset''ungen stets mindestens eines das sich bei Ver 
mehrung de/, Arguments um en Periode hi'- auf einen konstanten 
Faktor reprodizteit 

Will mm uVei die^^en Satz hinaus tiefer emlnii^en s muß 
man verschieleie Falle untpischeiden 

1. Die Gleit! mg {8) hat w-ci levichtede p Umzeln ) ind i^ 

Dann gehört zu jedet die=!ei Wurzeln ein Integral dei Glei 
chung (1) das bei 'Vermehiung des \iguments um eine Penode 
diese Wiizel zum Multiplil ator h^t 

10) J 7 (+)-/./( ) 
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Diese beiden Integrale müssen linear unabhängig sein; denn wenn 
sie sich nur durch einen koastanten Faktor unterscliietlen , müßten 
sie denselben Multiplikator haben. 

2. Die Gleichung {9) hat nur eine (Doppel-)Wurzel Aj. 

Dann sind wieder zwei Unterfölle zu unterscheiden: 

2A. Nicht alle Unterdeterminanten der Delermtnante {S) werden 
Null, wenn man ^ = ^^ setzt. 

Dann geben die Gleichungen (7) für ).=■ )^ einen wobibestimmten 
Wert des Koeffizientenverhäitnisses c^:e^; es giebt also in diesem 
Unterfall, abgesehen von einem konstanten Faktor, nur ein Integral 
der Gleichung (1), das \ zum Multiplikator hat Wir können an- 
nehmen, dieses Integral sei als das oben mit y^ bezeichnete ge- 
wählt, sodaß: 

sei und die Gleichung (8) sich auf: 

reduziert. Wäre nun «^2 ^on «„ verschieden, so hätte diese Glei- 
chung noch eine von X^ verschiedene Wurzel (nämlich eben a^^ 
und 63 gäbe folghch noch ein Integral der Gleichung (1), das diese 
Wurzel Kuni Multiplikator hätte, entgegen dem, was oben bewiesen 
ist. Also muß, wenn wir die angegebene Verfügung über y^ treffen, 
«j2 = «jj, a^j = werden; und jedes von jij linear unabhängige 
Integral hat die Eigenschaft, daß: 

11) y^[u + 2 w) = «3jj/i (m) + l^y^ [u) 

ist. Der Quotient yjy-^ erfilUt in diesem Falle die Gleichung: 

, 21 y^ (m 4- 3 w] ^ y^(u) a,^ 

2B. j^llc Unterdeterminanten der Determinante {S) werden Null, 
wenn man X = 7.^ setzt, mit andern Worten, es ist «jj ~ a^^ = Aj, 

«12 = «21 = 0- 

Dann sieht man, daß jedes Integi'al der Gleichung (1) bei Ver- 
mehrung des Arguments um 2 co sich bis auf den konstanten Faktor X^ 
reproduziert; wenn man zwei beliebige linear unabhängige Integrale 
mit y^ und y^ bezeichnet, genUgen sie den Gleichungen (10) 
für Aj = A^ . 

Wir nehmen nun weiter an, die Koeffizienten der vorgelegten 
Gleichung hätten außer der einen Periode 2ö)j nocli eine zweite 2(0^; 
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übrigens halten wir ati der Voraussetzung fest, daß sie eindeutige 
Tunktionen von v seien. Sollen dann auch die Integrale eindeutige 
Funktionen von u sein, so gelten für die zweite Periode analoge 
Folgerungen, wie i'ilr die erste; auch zu ihr gehört eine lineare 
iiomogene Substitution mit konstanten Koeffizienten. 

Die nächste Frage ist nun: können die beiden linearen Sub- 
stitutionen A^ und J^, die der Vermehrung des Arguments bezw, 
um die eine und die andere Periode entsprechen, ganz unabhängig 
voneinander gewählt werden oder besteht zwischen ihnen eine Be- 
ziehung? Man erkennt sofort, daß das letztere der Fall sein muß. 
Denn man erhält dasselbe Eesultat, ob man u erst um 2ru^ und 
dann um 2053 vermehrt, oder erat um 2 03^ und dann um 2ö)^. 
Sollen also die j/ eindeutige Funktionell von u werden, so muß man 
dasselbe Eesultat erhalten, ob man auf sie erst die Substitution A^ 
und dann die Substitution A^ anwendet, oder ob man umgekehrt 
verfährt; mit andern Worten, es gilt der Satz: 

V Erfahret! ^wei eindeutige Funktionen non u hei I ermehung des 
Aigument um je eine Petiode je eine homogene lineaip Substitution, 
so müssen dieie "iuhstüutionen unteieinanda lettamchbar <!em 

■Wenn wii nihei untersuchen wollen wann das der Fall ist, 
Icunnen wii annehmen die eine dei beiden Substitution<'n sei schon 
auf eine dei oben angegebenen Ivormalformen gebucht mit indem 
Weiten, es seien y^ und y, "^o gewählt daß ihi Verhalten bei Ver- 
mehiung des ^iguments um die eiste Penode entwedei duich die 
Gleichungen (10) oder durch die Gleichungen (11) angegeben wird. 
Sollen dann außerdem noch die Gleichungen bestehen : 
Vi (w + 2 wg) = j7ij )/j (!<) + <7j2 y, (w), 
^3 (?H- 2 «g) - ^aj ?/, (m) + .9aa J/a (w), 
> erhält man im ersten Falle: 



13) 



U) 



9\i K .Vi + 9i% K y% = h (^11 Vx + ?i2 Vti' 

Sind Aj und l^ verschieden, so bestehen diese Gleichungen nur 
dann identisch, wenn g^^ und (/^i ^'^ sind. Dann verhalten sich 
also dieselben Integrale, die sich gegenüber Vermehrung des Argu- 
ments um die erste Periode multiplikativ verhalten, auch bei Ver- 
mehrung des Arguments um die zweite Periode multiplikativ, sind 
also elliptische Funktionen zweiter Art (§ 28). 

Tritt dagegen für die erste Periode der mit 2A bezeichnete 
Fall ein, sodaß die Gleichungen (U) bestehen, so erhält man aus 
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diesen und den Gleichungen (13) auf demselben Wege statt der 
Gleichungen (14) die folgenden: 



15) 



Sollen sie identisch bestehen, so muß: 

sein. Ist nun «^^ ^= 0? d, b. haben wir es bei der ersten Periode 
mit dem Falle 2A zu thun, so folgt g^^ = 0, g^-^ = g^.^, d. b. auch 
bei der zweiten Periode tritt der i'all 2 ein, und ebendasselbe In- 
tegral, das sieb für die erste Periode multiplikativ verhält, verhält 
sich auch für die zweite multiplikativ. Auch in diesem Falle giebt 
es also ein Integra! y^, das eine elliptische Funktion 11. Art ist. 

Ist endlich a^i = ü, d. h. haben wir es bei der ersten Periode 
mit dem Falle 2B zu fchun', so verhalt sich für sie jedes Integral 
multipHkativ ; wählen wir also ein Integral, das sich füi' die zweite 
Periode multiphkativ verhält — was stets möglich ist — , so habea 
wir wieder eine elliptische Funktion 11. Art. 

Das Eestiltat dieser ganzen Untersuchung ist also der Satz: 
VI. Wenn jedes Integral einer linearen Differentialgleichung (zweiter 
Oidnung), deren Koeffizienten elliptische Funktionen L Art von u sind, 
eine eindeutige, im ^Endlichen bis auf Pole reguläre Funktion von w ist, 
so ist untPT diesen Integralen stets mindestens eines eine elliptische 
Funktion II Art. 



§ 135. Der HERnniTE'sche Fall der LAUE'schen Gleichung. 

Die allgemeinen Entwicklungen des vorigen Paragraphen finden 
Anwendung auf eine wichtige spezielle Differentialgleichung, die den 
Namen LAMf;s trägt. Sie lautet in der WEiBKBTRASsscben Be- 
zeichnung; 

dabei wollen wir n als ganze Zahl voraussetzen (weü die Gleichung 
sonst kein in u eindeutiges Integral hat). Was S betrifft, so hat 
LamS) selbst die (in § 138 zu besprechenden) Fälle untersucht, in 
denen der Gleichung durch eine elliptische Funktion erster Art 
Genüge geleistet werden kann; Hbemei'e fand, daß sie bei will- 
kürüchem B durch elliptische Funktionen zweiter Art integriert 
werden könne- 
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Der Fall n — Q ist triTial; der Fall eines negativen n kann auf 
den eines nickt negativen dadurch zurückgeführt werden, daß man 
n durch —n — 1 ersetzt. Wir nehmen also im folgenden an, n sei 
eine positive ganze Zahl. 

Wenn wir attf Grund der Resultate des vorigen Paragraphen 
versuchen wollen, ein Integral der Gleichung (I) in Form einer 
elliptischen Funktion zweiter Art zu finden, müssen wir uns zunächst 
überlegen, wo etwa Pole dieser Funktion liegen können. Da sehen 
wir, daß kein Pol in einem zum Nullpunkt inkongruenten Punkt 
liegen kann. Denn ist m = ß ein Pol h^ Ordnung von y, so ist es 
ein Pol {h + 2)'^"' Ordnung von y"\ das verträgt sich mit der Glei- 
chung (1) nur, wenn in ihr der Koeffizient von y in m = a einen 
Pol zweiter Ordnung hat. Wenn also (1} durch eine elliptische 
Funktion zweiter Art integriert werden soll, müssen alle Pole dieser 
Funktion im Nullpunkt (und den dazu kongruenten Punkten) ver- 
einigt liegen. Beginnt ferner die Entwicklung von y in der Um- 
gebung des Nullpunkts mit c?*-*, so beginnt die von /' mit 
k[h -)- l)cii~*-^; da nun die von pu mit u-^ beginnt (§ 18, (2)), 
so folgt aus der Vergleichung der Anfangsglieder in den Entwick- 
lungen beider Seiten der Gleichung (2) nach Potenzen von h, daß 
k = n sein muß. 

Zufolge Satz VII von § 28 können wir demnach die supponiertc 
Lösung als Produkt von Elementarfaktoren ansetzen: 



2) 



• n 






»)_, 



Logarithmische Düferentiation dieses Ausdrucks ergiebt, wegen § 23, (4): 



3) 



-? + 2l£("-".)-£« + £«.! = (' + i2i 



■'u +p'a 



und abermalige Differentiation (vgl. § 23, 5): 

-'^'---'^-|;jp«~p(»-<".)i 

oder mit Eücksicbt auf Gleichung (8) von % 23: 
Andererseits folgt aus (3); 
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[ pu-p 



(V'u +p-ai^){p'u +p'«,.) 
[pu~pay.)(pu-pa,.) ' 



Hier müssen wir nuii jedes Glied der Doppelsumme in Partial- 
brüche zerlegen; wir erhalten zunächst {§ 24, I): 



2pn+ ?''">- + P"- {g(„ 
' p a,^ - p a^ ''"■ 



- £(« - ,.„)! + c, 



und ii\r die Konstante C erhalten wir durch Berücksichtigung des 
konstanten Terms der Reihenentwicklung in der Umgehung von 
M = den Wert : 



C^2{rm„+pa..)-^ 



^(4-«,.- 



Damit geht die Gleichung (4) über in; 

-'(^- _ ,,' + 2 pi'l J(„ - «,) - C,. + Co.i 

+ «(» + !),;» + (2» ^Ijgpa,,. 

Süll aich die rechte Seite dieser Gleichung aul' n[n + \)yiv + B 
reduzieren, so muß zunächst ^Ji herausfallen, d, h. es muß: 
6) (, = 

sein. Femer muß jeder der Terme '^{h 
d. h. es muß für jeden Index v: 

sein. Endlich muß: 

8) (2« -!)?(».)_ 7; 

sein. Das Eesultat ist also: 

fFenn lias allgemeine Litetfrol der Gleic}mn<f (1) eine cindetFlii/e 
Fitnlition von n ht, sij hat eines ihrer Intef/rale die Form: 



) einzeln herausfallen, 







.'/ - IJ 



,(.. 



"•) . 
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in der die Konstanten «, tien Gletchungen (7) nvd (8) Genüg n 
leisten müssen. 

Von diesen Gleichungen ist eine eine unmittelbare Folge der 
übrigen, da die Summe der linken Seiten der Gleichungen (7) 
identisch Null ist. 



§ 136. Diskussion der einfachsten Fälle " = t und n = 2. 

Bevor wir allgemein die Frage nach der Verträglichkeit der 
zuletzt erhaltenen Gleichungen untersuchen, wollen wir die ein- 
fachsten Fälle direkt erledigen. 

Im Falle n= 1 fallen die Gleicliimgen (7) gana weg, Glei- 
chung (8) lautet einfach: 

9) /,., - B. 

Diese Gleichung hat zwei im allgemeinen initougruente Losungen, 
die wir mit a und — a hezeichnon wollen; jede derselhen hefert 
ein Integral der vorausgesetzten Form, und das allgemeine Integral 
der Gleichung: 

10) y"=.{2pu-Vpa)y 
lautet: 

11) y = Ci ^^^-^e"f» + C^ -'L^^^-^e'"^"'. 

Im Falle n, = 2 hahen wir eine Gleichung (7), nämlich: 

12) _^:f^_P^ = o, 
dazu die Gleichung (8): 

13) p«, +PO, = ^5. 

Die Auflösung dieser Gleichungen gelingt einfach, wenn man 
zunächst : 
14) 

als Hilfsunbekannte einführt; es folgt nämlich dann aus ihnen 
wegen § 23, (8): 

15) pa^ -l-B 
und femer wegen § 23, (10): 

16) /(-a,)=p'K)_p'(a). 

Man hat also zunächst einen Wert « zu bestimmen, der der Glei- 
chung (15} genügt und hierauf die beiden von a verschiedeneu 
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Werte — «j und a^ aufzusuchen, filr die die Punktion p' denselben 
Wert annimmt wie für «; dann ist ein Integral der LAMfisclien 
Gleichung fiir w = 2: 



17) 



•'(^-a,)'^iu-^<^)^^^^^,^^„_ 



Ein zweites Integral erhalt man wenn man die audtie "\\ ui^el der 
Gleichung (15) wählt, die der ersten entgegi-nge=!et/t glen-h ist, man 
erhält dann auch fiir «^ und (?__ die entgegengesetzten Werte Das- 
selbe zweite Integral erhiilt m\n auch, wenn raan m (17) ubeiiU m 
durch — u ersetzt bei diesei bubstitution bleibt naraln h die 
LAMfische Differentialgleichung ungeandert 

Was die Bestimmung duA^eite o-^ und o betiifit so &ci noch 
bemerkt: Ist pu ~ c pa^ odpi j a-, = i, bo ist nach (Ib) und b^ 18, (6): 

4 1' - «72 1 - i/8 ^ 4 «s - ^3 « ^ ^3 
oder nach Beseitigung der Wurzel ^ ~ k: 
18) e-ai + a'-\ff,^0. 

Die eine Wurzel dieser quadratischen Gleichung ist dann pa^, die 
andere pa.^; die zugehörigen Werte «j und a^ seibat bestimmen sich 
hieraus nach Anleitung von § 120. 



§ 137. Bestimmung der Konstanten im allgemeinen Falle. 

Wie oben schon bemerkt, bleibt die LAMEache Differential- 
gleichung ungeandert, wenn man u durch — m ersetzt. Ist also )/{u) 
ein Integral tou ihr, so ist auchi 

y(»)-y(-«) 

ein Integi'al. Ist insbesondere i/ ein Integral, das sich bei Ver- 
mehi-ung des Arguments um eine Periode multiplikativ verhält, 
ist also: 

oder (da man ■« durch w — 2o) ersetzen darf): 

SO folgt: 

y(« + 2»)-p-iy(K), 

d. h, hat y fiSr eine bestimmte Periode den Multiplikator fi, so hat 
T/ iüv dieselbe Periode den Multiplikator ft-^ Daraus folgt: 
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I. Das I^odukt derjenigen beiden partikulären Integrale der 
TjAXEschen Biffereniialgleiehuntf , die elliptische Fttnktionen zweiter Art 
sind, ist eine elliptische Funktion erster Art, und zwar eine gerade 
Funktion von pu. 

Das letztere folgt nämlich daraus, daß dieses Produkt eine 
gerade Funktion von u ist, die (nach § 135) nar die zu Null kon- 
gruenten Punkte zu Polen hat. 

Nun kann man, wenn irgend eine lineare Ditferentialgleichuug 
zweiter Ordnung vorgelegt ist, aus ihr eine lineare Differential- 
gleichung dritter Ordnung ableiten, der die Produkte je zweier In- 
tegrale der ersteren genügen. Setzt man nämlich: 

1) ^"^ ^ ^1 J/a • 
80 ist: 

2) y" = yi"^s + 2>/j>a' + 1/,!/^". 
Genügen also ?/j und y^ beide der Differentialgleichung: 

3) l/"-Pl/-0, 
so folgt: 

und daraus durch Differentiation: 

r" ~2pr- 2p' r = 2^/,"//,- + 2g,- ^," 

oder : 

4) T" -4pr -2p'r=Q. 
Wir tonnen sagen: 

II. Jedes Produkt zweier Integrale der Gleichung (3) genügt der 
Gleichung (4). 

Sind also g-, und g^ irgend zwei linear unabhängige Integrale 
von (3), so sind g,\ ViVn y^' Integrale von (4), also auch alle 
linearen Verbindungen dieser drei Funktionen. Dieselben sind aber 
linear unabhängig-, denn aus einer linearen homogenen Relation 
zwischen ihnen würde eine ebensolche Relation zwischen g-^ und g^ 
folgen. Also hat jedes Integral von (4) die Form ag^^ + ßgig.^^ +Tg^^', 
und daraus folgt: 

n. Jedes Integral der Gleichung (4) ist ein Produkt zweier In- 
tegrale der Gleichung (S). 

Ist (3) die LAMfische Gleichung, so lautet die Gleichung (4): 

5) r-'' - iln(n + l)pu + ^] r - 2n{n + l)p'u 7= 0; 
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wir haben also zu untersuchen, ob und m welchei Weise dieser 
Gleichung durch eine rationale ganze Funktion von pu genügt 
werden kann. Da wir bereits wissen (§ 135), daß dei Grad dieser 
Funktion gleich n sein muß, so können wiv die ■Vufgibe durch den 
Versuch erledigen. Die Rechnung vereinfacht sich etwas, wenn wir: 

als unabhängige Veränderliche einführen; es wird dann: 
dY 



T" 



Tpy> 



dY 



d^ Y 



und Gleichung (5) geht nach Division mit. p'u über in 



7) 



ph,^ + Sp"u^ + l{l2-4n{n+l))pu^iB} 



dY 



~2n{n+ ]).r=0. 

Schreiben ■> 

Gleichung die Form an: 

'[is^-\- 125.s2 + (12i^-^ 

+ [18.^ + 3ÖÖ,v+18Ä,^-|^,]'^-^- 

+ [(_ in^ ^ 4« + 12). + (- 12«.^ + 12?,)]|f 

- 2n{n + 1)1'= 0. 

Setzen wir nun versuchsweise: 



7 a) 



-, d^Y 



-M"-' 



und setzen in (7 a) den Faktor von s'' gleich Null, so erhalten wir 
zur Bestimmung der Koeffizienten «ü eine Eekursionsformel, in 
der ffff mit: 

' 1 ^2n{n+l) = 2(2k+l){k-n)(k + n+l) 

multiphziert auftritt, außerdem noch "^^.i, «j.^.^ «nd o^^^; dabei 
sind alle diejenigen Großen ff,j, deren Index n übersteigt, gleich 
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Null zu setzen. Die letzte dieser Eelationen enthält also nur a^, 
multipliziert mit 0, ist demnach identisch erfüllt; die vorletzte ent- 
hält «„_j multipliziert mit einem von Null verschiedenen Faktor, 
gestattet also a„_i durch a^ auszudrücken; vermöge der drittletzten 
drückt sich a^_^ durch a^ und ß^_j aus u. a. w.; und die so er- 
haltenen Ausdrücke versagen für keinen Wert von b, weil eben der 
unter (^) angegebene Faktor von a^ in keiner dieser Gleichungen 
{k = n~l, w - 2, ... 1, 0) gleich NuU ist Also folgt: 

IV. -ßs ist stets möglich, die Gleichung (4) durch eine ganze 
Funktion w'"* Grades zu befriedigen; und zwar abgesehen von einem 
konstanten Faktor nur auf eine Weise. 

Daraus geht wegen Satz HI hervor, daß sich die LAMfische 
Gleichung stets durch elHptische Funktionen zweiter Art integrieren 
läßt. Um diese Funktionen nach Integration der Gleichung (4) 
wirklich zu bestimmen, stellen wir neben die Gleichung (1) noch 
eine andere, die wir folgendermaßen erhalten: Aus j/j" + pg^ = 
und 1/.^" + pg^ — folgt durch Elimination von p : 

und daraus durcli Integration: 

11) 'AVi -y(y-i, = ^^'■ 

Um nun aus (1} und (11) y^ und y^ zu berechnen, leiten wir aus (1) 
:iunächst durch Differentiation ab; 



12) 


» yj' + y/Ä - -i"; 


damit erhalten wir: 






y,y/= c + ii" 




y,'y, = -C+ir 


und folglich: 




13) ?^ - 


- C + 1 1" j,- c 



Dadurch ist die Bestimmung von y^ und y^ auf je eine Quadratur 
zurückgeführt. 

Man kann diesem Eesultat noch eine etwas übersichtlichere 
Form geben und dadurch seine Übereinstimmung mit dem von § 135 
nachweisen. Aus der ersten Gleichung (13) folgt nämlich durch 
Differentiation : 
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oder wenn man die linke Seite durch ihren Wert aus der LAMfischen 
Gleichung ersetzt: 

14) 4 C^ = r^ - 2 YT' + 4 [«(n + \)pv + Ä] F. 

Man kann daher den Wert der durch die Gleichung (11) eingeführten 
Integrationskonatanten dadurch bestimmen, daß man hier für u 
irgend einen speziellen Wert einsetzt. Wählt man z. B. eine der 
Wurzeln a, ß . . . der Gleichung 7(m) = 0, so erhält man: 

15) e.+irw=+ir(,3)=...; 

dabei gilt immer für die eine von zwei einander entgegengesetzt 
gleichen Wurzeln dieser Gleichung das obere, für die andere das 
untere Zeichen. Infolgedessen kann man setzen: 

16) -J = iSl^w - «) - ^(« + ß) + 2^«}; 

denn (he rechte Seite hat (eben wegen (15)) die erforderlichen Pole 
und Residuen und wird außerdem Null für w = 0. Daneben erhält 
man aus: 

T-c'.Jl{pu-p„) 
üach § 23, (2): 

11) ^ = 'S-J^ - 2I£(« + «) + 1(« - «) - 2£«|. 

Setzen wir diese Werte in (13) ein, so erhalten wir: 

also durch Integration: 
und ebenso: 

19) Ä = »n-'^"-«"^-- 

Damit haben wir dieselbe Form der Integrale wie in § 135 er- 
reicht und können den Satz aussprechen: 

V. Wenn n eine (janze Zahl ist, läßt sich die LAMEsche Differential- 
gleichunff stets durch elliptische Funktiotien IL Art integrieren. 

§ 138. Die LAMi'schen Polynome. 

Die letzten Rechnungen würden etwas zu modifizieren sein, 
wenn das Polynom Y durch pu teilbar wäre. Aber dieser Fall 
kann nicht eintreten; denn er würde zu einem Widerspruch mit der 
zu Beginn von § 135 (p. 343) abgeleiteten Relation h = n führen. 
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Ferner tritt eine Modifikation der letzten Eechnungen ein, 
wenn C = wird. Dazu ist, wegen der Kelationen § 137, (15) er- 
forderlieh und liinreichend, daß jede Wurzel der Gleieliung 
Y{u) = entweder eine Doppelwurzel oder gleich einer Halb- 
periode sei (das letztere nach § 18, p. 47, da Y' (u) den Faktor 
p'u hat). 

Man überzeugt sich zunächst, daß J = in keinem Falle eine 
drei- oder noch mehrfache Wurzel haben kann. Wäre nämlich 
gleichzeitig 

7=0, r = 0, T" = 0, 

so würde aus der Differentialgleichung und aus den aus ihr durch 
succeseive Differentiation hervorgehenden Gleichungen folgeu, daß 
auch alle höheren Ableitungen für denselben Argumentwert Null 
sein müßten. Ebenso würde, wenn für eine halbe Periode gleich- 
zeitig T= 0, J" = wäre, aus § 137, (7) folgen, daß auch T" und 
alle höheren Ableitungen für dieselbe Halbperiode Null wären; also 
kann keine Halbperiode mehrfache Wurzel sein. Es folgt somit: 
I. Im Falle 0=0 hat das Polynom 7 die Gestalt 

1) Y^ c^pu - e.Y^ipu - e^y^ipu - e^y^ .-[[{pn ~ pa)^ 

in der jede der drei Zahlen s entweder oder 1 bedeutet. 
Daraus folgt (ygl. § 137, (13)), daß in diesem PaUe: 



2) j/i =]/^ = c-\/pu-e^'-\f^^r^e^ypu~^e^"\J{pu-pa) 

wird, also: 

II, Im Falle 0=0 liefert die Methode des vorigen Paragraphen, 
abgesehen von einem konstanten Faktor, nur ein Integral der LAnischen 
Differentialgleichung; und zwar ist dasselbe eine elliptische Funktion 
l Art und L oder II Stufe (vgl. § 30). 

Für gerade n sind (wegen 1) alle drei"« oder nur eines gleich 0; 
fiir ungerade n eines oder zwei. 

Die genauere Diskussion der Gleichung (14) zeigt, daß C' eine 
ganze Funktion (2n + 1)*™ Grades des in der Differentialgleichung 
auftretenden Koeffizienten B isi Daraus folgt, daß es zu jedem n 
2w + 1 Werte dieses Koeffizienten giebt, für die die LAMfesche 
Differentialgleichung je ein Integral der Form (2) besitzt Man 
nennt diese Integrale LAM&sche Polynome. 

Um die übrigen Integrale der LAMßschen Differentialgleichungen 
in diesen FäUen zu finden, bedient man sich der allgemeinen 
Methode, die die Ordnung einer linearen Differentialgleichung zu 
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erniedrigen erlaubt, wenn ein partikuläres Integral bekannt ist. Ist 
nämlich j/, ein solches, so führe man durch die Substitution: 

3) 7/ ^T/j^Z 

eine neue abhängige Veränderücho in die Differentialgleiclmng ein; 
man erhält: 

?i ^" + ^'Ji ^' + y(' ^ = ln{n^-\)fu^ B-\y, z 
oder da y^ der LAMEschen Gleichung genügen sollte: 

y,z"^~2y,-z, 
woraus durch Integration: 

r du 

Die hier verlangte Integration kann in jedem Falle mit Hilfe des 
Satzes § 24, II ausgeführt werden. In der Umgebung jedes Null- 
punkts a von (/j besitzt y^ eine Entwicklung der Form; 

>/, -y,- («-..) + ^(. -«)■+..., 

da vermöge der Differentialgleichung ^j" mit y^ zugleich Null wird. 
Infolgedessen enthält die Entwicklung von j/j^"^ für keinen Pol 
Glieder der Ordnung (— 1); also enthält z keine Logaritlimen, und 
es gilt der Satz (vgl. § 57): 

Wenn ein Integral der LAMESchen Differentialgleichung ein Mame- 
sclies Polynom ist, ist der Quotient z irgend eines andern Inleyrals 
geteilt durch das erste ein elliptisches Integral IL Gattimig. 



SECHZEHNTER ABSCHNITT. 

Das sphärische Pendel, 
t 139. Aufstellung der DifTereniialgleichuiigen des Problems. 

Unter einem mathematischen sphärischen Pendel versteht man 



einen schweren Punkt, der mittelst eines als gewichtslos betrachteten 
Stabes an einem festen Punkte aufgehängt, also gezwungen ist, sich 
auf einer Kugelfiäche zu bewegen. 
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Um die Differentialgleichungea der Bewegung eines solchen 
Punktes anfzustellen, führen wir zunächst ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem der X, y, z ein, dessen Nullpunkt mit dem Aufhänge- 
punkt zusammenfällt und dessen positive j-Äxe der Eiclitung der 
Schwere entgegengesetzt gerichtet ist. Die Masse des Pendele, die 
ohnedies aus den Formeln herausfällt, nehmen wir gleich 1 an, die 
Intensität der Schwere bezeichnen wir mit g, den Kugelradius (die 
Länge des Pendelstabes) mit h, die Spannung des Stabes "mit N. 
Dann lauten die Gleichungen: 

rf*a; _ _ iV£ 



zu ihnen tritt noch die Gleichung der Kugel: 
2) x^+f + z^ = L^ 

mit der aus ihr folgenden Differentialgleichung! 

31 ^ Jr+y^>- + '-JT-^• 



% 140. Reduktion auf Quadraturen. 

Durch Elimination der Spannung, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, durch Benutzung der allgemeinen Prinzipien der Mechanik 
erhält man aus den Gleichungen (1) von § 139 zwei unmittelbar 
integrable Kombinationen. 

Multipliziert man nämlich der Reihe nach mit dxjdt, dyjdt, 
dzjdt und berücksichtigt die Gleichung (3), so erhält man die 
Energiegleichung : 

Die hierdurch eingetUhrte Energiehonstante li muß jedenfalls der 
Ungleichung: 

2) ll-^-^2gL 

genügen, da sonst die büke Seite von (1) für alle mit den Bedin- 
gungen der Aufgabe verträglichen Werte von r, für die nämlich 

3) - L^z^L 
ist, negativ wäre, was nicht sein kann. 

EoRKHiEDT, FunlitJoueii. U. 23 
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Eliminiert man ferner die Spanmmg nur aus den beiden ersten 
Gleichungen (1) von § 139, so erhält man die Flächengleichung : 

' dt •' dt 

Die hiermit eingeführte Flächenkonstante C ist zwar an und für sich 
ganz willkürlich; wenn aber II bereits gegeben ist, kann C gewisse 
später (% 141, (1)) anzugebende Grenzen nicht überschreiten. 

Die Gleichungen (1) und (4) nehmen eine einfachere Gestalt an, 
wenn man in der a-y-Ebene durch die Gleichungen:^ 
5) X ■= r cos y , J/ = *■ sin tp 

Polarkoordinaten einfuhrt; nämlich; 

Die Gleichungen (2) und (3) von § 139 werden dabei: 
8) r^ + z^^L^; 

ä) -If + ^lf»»- 

Aus den so umgeformten Gleichungen kann man ohne neue Inte- 
gration r, drjdt und dcfjdt eliminieren {(f selbst kommt gar nicht 
Yor); man erhält zunächst aus (6) durch Multiplikation mit r^ und 
Berücksichtigung von (9): 

und daraus mit Hilfe von [1) und (8): 

1») I'[^f ={H- ig -){!'' -'')-<!''■ 

Da in dieser Gleichung die unabhängige Veränderhche (die Zeit) 
explicite nicht vorkommt, geschieht ihre Integration durch die 
Quadi'atur: 

U) (-f — '- ^ ^ 



in der 2^ den Anfangswert von z bedeutet; also durch ein elliptisches 
Integral I. Gattung. 
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Die Bestimmuüg des Winkele qc gescliieht dann zufolge (7) 
durch die zweite Quadratur; 



12) »-»■•-J„-_.7yg^ 



YiS- 2g%) (L' - *') - 0^ 

(unter (p,, den Änfangawert von (p verstanden); also ebenfalls durch 
ein elliptisches Integral, und zwar, wie wir sehen werden, durch ein 
solches III. Qattung. 

§ 141. Diskussion der gefundenen Lösung. 

Für die Einsicht in die Natur des Bewegungevorgangs ist vor 
allem wichtig zu erkennen, daß die Verzweigungep unkte der auf- 
tretenden Quadratwurzel in jedem Falle alle reell sind. Dazu führen 
die folgenden Überlegungen: 

Bei gegebenem Wert der Anfangsgeschwindigkeit und gegebener 
Änfangelage erhält man den größten Wert für C, wenn die Anfangs- 
geschwindigkeit zur 2-Axe senkrecht, wenn also: 

[%\ - " """' *»'sKoh moh (f^)^ . 
ist. Dann ist aber nach § 140, (6) und (7): 
also ist allgemein: 

(Die linke Seite dieser Ungleichung ist nach § 140,(1) stets positiv). 
Daraus folgt, daß die in den Gleichungen (11) und (12) anter 
dem Wurzelzeichen stehende ganze Funktion dritten Grades: 

I ff?)- }j[{H ^-igzW? - ,^- C^-\ 
2) , 

I = 7>[2<7J' -i?^" - 2^i=» + tll'^C] 

für s=z^ nicht negativ ist; es ist nämlich: 

/■(^o) ^ ^(-ö - 2^ ^„)(i^ - 2/ - r,% 

also nach § 140, (8)^0. Somit erhalten wir für die Vorzeichen 
der Werte von f{z) folgende Tabelle : 

2= — CO — L 2y .h +GO 

f{z) = ~co ^0 SO ^0 +GO, 
und damit den Satz: 

23* 
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I. Im allgemeinen hat die Gleichung f(z) = drei verschiedene 
reelle Wurzeln: eine zwischen ~ L und z^ , eine zwischen z^ und L, 
-eine zwischen L und + oo. 

Ausnahmen können nur eintreten: 

a} wenn z^ = ± L ist; dann muß C~Ü sein und die drei 
Wurzeln sind — Z, + Z, - — , sodaß eine Doppelwurzel auftritt, 
wenn M= ±2gL ist; 

b) wenn C = r^^{H ~ 2g z,^) ist, da dann f{z^ — ist In 
diesem Falle ist: 

Jßt\£) ^{ll-2>jz) (L^ -z^-(H-2ff z^) [Iß - z,^) 

^[z~ z,){~ 2gL^ - II{z + z,) + 2g [z^ + zz, + z/1; 

also ist, je nachdem 2^(3 2j,^ — Z^) — 2 Rz^ > oder < ist, noch 
eine Wurzel zwischen z^ und Z oder eine zwischen — Z und z^ 
vorhanden, außerdem jedenfalls eine zwischen L und 4- co- Nur 
wenn (7(3 r,,^ — L^) — Hz^ = ist, ist 3^ DoppelwurzeL 

Das Auftreten einer Doppelwurzel ist also hier wegen der Un- 
gleichungen § 140, (2) und § 141 (1} durch je zwei Relationen 
zwischen den Konstanten bedingt: 

3) entweder: z^= Z und //"= 2gZ 

4} oder; z^ ^ - Z und R = -2gL 

I oder: C^ = r^^ [H -~ 2 g z^) 

^ \ und Ez^ ^g{^z^^^ L^). 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt noch: 

sie können also niemals zusammen bestehen, wenn z^ positiv ist. 
Um noch näheres über die Wurzeln von f{z) za erfahren, bilden wir: 
7) L^f'[z)=^Qgz^~2Hz-2gL\ 

Die Nullpunkte dieser Funktion sind in jedem Falle reell und 
haben verschiedenes Zeichen. Da die algebraisch kleinste Wurzel 
von f{z) kleiner sein muß, als die algebraisch kleinste von f {z), so 
folgt hieraus: 

II. Die algebraisch kleinste ffurzel der Gleichung f(~) = ist 
stets iiegativ. 

Daß die algebraisch größte Wurzel stets positiv ist, geht schon 
aus Satz I hervor; die mittlere Wurzel hat dasselbe Vorzeichen 
wie HL^ - CK 
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Indem wir uns zunäclist zur Untersuchung des allgemeinen Falles 
wenden, bezeiclinen wir die Wurzeln mit z., z„, z~, so zwar, daß: 



8) ^1 > ?a > ^3 

ist. Das Integral § 140, (11) geht dann über in: 



' V'ig J 



yi,*-^) (*-%)(*■ 



Ans dieser Grieichwng ist die Änderung von z im Verlauf der 
Zeit zu entnehmen. Ist die Anfangsgeschwindigkeit nach oben ge- 
richtet, so ist der Quadratwurzel für ( = 0, z = Zg der positive 
Wert beizulegen, z nimmt also zunächst zu und zwar bis z^ ; denn 
dieser Wert wird nach einer endlichen Zeit erreicht, da das bis Zj 
erstreckte Integral nach § T, I endlich ist. Darüber hinaus kann 
s nicht zunehmen, da sonst die Quadratwurzel imaginäre Werte er- 
halten würde; also muß von da ab dzjdt negativ werden, die 
Quadratwurzel muß negativ genommen werden und z nimmt ab bis 
zu dem Wert z^, der ebenfalls nach endlicher Zeit erreicht wird. 
Von da nimmt z wieder zu bis z^ u. s, w. Da man für den Fall 
einer nach unten gerichteten Anfangsgeschwindigkeit entsprechende 
Resultate erhält^ so kann man den Satz aussprechen: 

HI. Das Pendel bewegt sich fortwährend zwischen den beiden 
Farallelkreisen z = z^ und z = z^ hin und her; die Dauer einer Periode 
(Hin- und Rückweg) beträgt: 



' I/27J1 



der Fall dauert ebensolange wie das Aufsteigen. 

Das Integral § 140, (12) können wir schreiben: 

Daraus geht vor allem hervor: 

IV. Der Winkel <f wächst beständig oder nimmt beUaadig ab, je 
nachdem C>0 oder <Ö ist; die durch dal Pendel und die z-Axe 
gelegte Vertikalebene dreht sich also beständig in demselbpn binne 

Wahrend einer Halbperiode von z nimmt dei Winkel (f zu um: 

12) 0= fL?-- - ^ , ^^- 

J L^-x.^ l/2(f Yi^ - x,)ixi -K)(;t- t,| 
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Für diesen Winkel kann man zwei Grenzen angeben, zwischen 
denen er eingeschlossen ist, wenn man beachtet, daß in dem 
Integrationsintervall ; 



ist; man erhält: 



13) ^ </>„ > > ---i----,- 0n, 

wo 0-1 durch das Integral: 



gegeben ist. Es ist also 2 <l>^ gleich dem auf der rechten Seite 
stehenden Integrale, genommen anf einem Wege, der die beiden 
Verzweigangspunkte z^ und z^ umgiebt. Ein solcher Weg kann auf 
je eine Umkreisung des unendlich fernen Punktes und der beiden 
Punkte ±i/ zasammengezogen werden; es ist also nach I, § 45, 
11 und V tf>g = 2 w ! X der Summe der Residueu der /u integrieren- 
den Funktion in diesen Punkten. 

Das Residuum im Unendlichen ist 0, das in + i: 



Somit ist:^ 

1 2%: 



3i/a3(«s 





21/231=;^ + 
1 1 


-i)(-L-%l 



■\/2g ll/(L-)-*,)(L + %) yiL-^)!L- 
14) ■ 



_ nG . / 2 L^ + 2 «, ^a + V (£,' - !^') I 



Dieser Ausdruck läßt sich noch etwas übersichtlicher schreiben, 
wenn man die Ausdrücke der Koeffizienten der Gleichung (2) durch 
ihre Wurzeln benutzt. Man hat nämlich: 

15) ..+z, + z._^., 

' Die beiden Quadratwurzeln im Nenner von <P„ aind mit demselben 
Vorzeichen zu nehmen; denn beim Durchgang durch s = ^ ändort die Wurzel- 
größe ihr Vorzeichen. 
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16) 2,/, + 1,2; +!, r, = _jS' 

17) t»,2, -5i^?— . 
Aus (16) folgt: 

18) .,._i!i'.^; 

damit aus (15): 

^C|. H _ a-,,' + a^ % + ^3' - £° 

2g «^ + % 

und folglich aus (17); 

») £' - "•' "-t""'^"; "'' --'-■+ '-'"■ + '■'"' + '■'■ 

(Diese Gleichung zeigt, daß z^ + ^g stets negativ ist).) Man kann 
somit den Ausdruck (14) ersetzen durch: 



2«,,_,|/^J^ 



21) 

Andererseits ist nach (18): 

_ _ L- + 2 a:^ «3 + % ^ 

also folgt aus (13): 



, + 21/[L'-V)(£'- 



<i>>i]/: 



'1 1 •"■ 


-s, 


■ + 2y(p^ 


-V)(i'- 


-%■) 






/.■ + 2>,i 


, + «.■ 




'1 + '^ 


-'.' 


' + 2 1/(Z,> - 


-%'J(i-- 


-«.*) 



22) 
und: 

23) *<fl/ ^ . 

Die erste dieser Grenzbe Stimmungen zeigt, daß in jedem Fall: 

24) > ^ 

ist. Die zweite ergieht kein so einfaches Resultat, da der rechts 
stehende Ausdruck über alle Grenzen wächst, wenn man erst z^ = — L 
setzt, und dann zur Grenze ^^ = i ül^ergeht (was mit der Bedingung 
s^ + Zj g verträglich ist). 

§ 142. Darstellung der Höhe als Funktion der Zeit 
durch Thetaquotienten. 

Durch Umkehrung der Gleichung (9) des vorigen Paragraphen 
können wir die Höhe e des Pendelpunktes über der a'-i/-Ebene 
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explicite als Funktion der Zeit tlarateUen. Um das auszufüliren, 
müssen wir die Formeln (7) bis (9) von § 56^ für unserii jetzigen 
Zweck einrichten. Wir werden vor allem wünschen, daß reellen 
Werten der Zeit auch reelle Werte des Thetaarguments entsprechen; 
dazu ist erforderlich, daß wir einen der Endpunkte des in § 141, III 
genannten Intervalls mit «^ bezeichnen. Femer ist zu beachten: 
die damaligen Formeln bezogen sich zunächst auf den Fall, daß 
alle Verzweigungspunkte im Endlichen liegen; wir können aber den 
erforderlichen Grenzübergang sofort ausführen. Identifizieren wir 
z. B. die damals mit u^, ce^, a^, «g bezeichneten Größen der Reihe 
nach mit Zp z^, z^, co, so erhalten wir aus jenen Formeln zunächst; 

1) ■ ^:j 

und hieraus durch Division z. B. noch die folgenden: 

4) ^,-'-yi^^^su;^-i^^. 




Das in diesen Formeln auftretende Argument i 
Gleichung : 



1 r^ 

2B,J Vf 



VA«) 

definiert, hängt also mit der Zeit i (§ 141, (9)) durch die Gleichung 
zusammen : 

Ist die Anfengsgeachwindigkeit nach oben gerichtet, so ist in (7) 
auf dem kürzesten Wege zu integrieren; ist sie aber nach unten 
gerichtet, so ist von z^ zunächst bis z^ und von da wieder nach z^ 
zurück zu integrieren; mit andern Worten, es ist zu setzen: 
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^) "-T^ + T + T^JVT^- 

Besondere Beachtung erfordert noch die Bestimmung der Vor- 
zeichen der Quadratwurzeln in den Formeln (1) bis (5), In den 
allgemeinen Formeln von § 56 sind die den Wurzeln beizulegenden 
Werte bis zu einem gewissen Grade willkürlich; nämlich insoweit, 
als die verschiedenen Formeln vermöge der zwischen den Theta- 
quadraten bestehenden Relationen miteinander übereinstimmen 
müssen. In unserm Falle aber müssen wir dafür sorgen, daß wir 
mit den Ergebnissen von § 141 in Übereinstimmung bleiben; das 
ist dann und nur dann der Fall, wenn wir die Quadratwurzel in (1) 
und (2) negativ, in (3), (4) und (5) positiv nehmen. 

Für manche Zwecke bieten die WEiEESTBASsschen Funktionen 
Vorteile. Um die auf sie bezüglichen Formeln (4) und (5) von § 56 
hier anzuwenden, machen wir in ihnen den Grenzübergang: 

9) hm«, = GC, lima^Kg ^ f- 

der Reihe nach mit k., a,, k„; wir er- 



und identifizieren ä,, z^, z^ 


der E 


halten danni 




10) 


~ h) 


und: 





11) 






Verzichten wir auf den Vorteil, daß reellen Werten der Zeit auch 
reelle Werte des Arguments u entsprechen, so können wir noch 
einfachere Formeln erhalten. Setzen wir nämlich: 

12) lim «1 = CO, hm «„ «, = - ^ 

und identifizieren a^, u^, «g der Reihe nach mit ^-^, z,^, z^, so er- 
halten wir: 

13) ^-»„-^(P«, -«.). (-1-1,2,3). 



y Google 



Das sphärische Fendel. 



In diesen Formeln entsprechen reellen Werten der Zeit Werte 
von Mj, deren imaginärer Bestandteil gleich der Hälfte der rein 
imaginären Periode ist; es ist nämlich: 






§ 143. Darstellung des Winkels tp als Funktion der Zeit. 

Will man auch den Winkel (fi exphcite als Funktion der Zeit 
darstellen, so erhält man die analytisch (wenn auch nicht für die 
numerische Rechnung) einfachsten Formeln, wenn man an die letzten 
Foi-meln von § 142 anknüpft. Den Werten je = — i und j = + i 
entsprechen nämlich dann zwei Werte u^ — a und Mj = f>, von denen 
der erste rein imaginär ist, während der reeUe Bestandteil des 
zweiten gleich w^ ist. Für jeden dieser Werte ist: 

da andererseits vermöge § 142, (13): 
ist, so folgt: 



Wählt man — was noch freisteht — a und ö so, daß ihre ima 
nären Bestandteile zwischen und w^ fallen, so wird p'a negai 
p'b positiv imaginär (vgl § 86, IX). Also hat man, wenn G positiv 

zu setzen. Damit geht die Gfieichung (11) von § 141 über in: 



c 


C 
2L 


1 1 
11- 


0,» 1 


1 




iL' l 
1 1 




pb 


2. 1 


If.-; 


ob 



- Ä) + c{y, + «) - CK - «) - 2?« - 2fÄ]. 

Hier kann die Integration mit Hilfe von § 23, (3) sofort vollzogen 
werden; man erhält: 
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§ 144. Bewegung eines Punktes auf einer Kugel. 363 

Aas dieser GHeichung erhält man den in § 141, (12) mit 
bezeichneten Winkel, indem man die Integration von irgend einem 
Werte m,, bis zu dem um 2 Wj größeren Werte erstreckt. Man kann 
aber auchi 






^V/C- P[^, + ^)-P K ~v) + 2pv-] dv 



setzen, sodaß als Doppelintegral erscheint, und dann die Reihen- 
folge der Integrationen vertauschen, da die Integrationswege sich 
nicht schneiden (vgl. § 60). Man erhält so: 

</' = -^ [l— 4 fl^ -!- 4 Wj pv] dv 

1 =«[^,(« + i) + Wj(i:a + r*)]. 

Bedingung für die Eichtigkeit dieser Gleichung ist, daß a und b so 
wie oben angegeben gewählt werden. 

§ 144. Bewegung eines Punktes auf einer Kugel oline Wiricung 
von Kräften. 

In den Entwicklungen der beiden letzten Paragraphen ist auf 
die MögUchkeit keine Krücksicht genommen, daß die auftretenden 
elliptischen Funktionen ausarten (vgl. den IX. Absclmitt). 

Eine solche Ausartung tritt zunächst ein, wenn eine Wurzel 
der Gleichung f{z) = (§ 141) unendlich groß wird, sodaß die 
G-leichung sich auf den zweiten Grad reduziert. Das ist nur dann 
der Fall, wenn ^ = zu setzen ist, d. h. wenn man es mit der Be- 
wegung eines Punktes auf einer Kugel ohne Wirkung von Kräften 
zu thun hat. 

Die direkte Untersuchung dieses Falles führt zu folgenden Re- 
sultaten; Die Gleichung f{z) = reduziert sich auf: 
1) //(i;2-zS)-Cä = 0; 

ihre Wurzeln sind; 



2) .,.+^/L'^%. 

Setzt man demgemäß:^ 



' H ist in diesem Fall naoli § 140, (2) stets positiv. 



VHf 
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Das sphärische Pmdßl. 



so erhält man durch Integration: 
3) z ~ z., sin V, V = ^-i^\ t 4- arc sin — ^ ■ 

Damit geht die Gleichung (13) von § 140 über in: 
Odt OL r dj> 



r Odt 

_ CL_ / dv 



oder: 

Um aus dieser Gleichung und der vorhergehenden die Zeit za 
eliminieren und 30 die Gleichung der Bahnkurve zu erhalten, setzen wir: 

5) t = Lsme. 
Wir erhalten dann aus (3): 

cos^ = 1 — (1 — —jj sin^ii) = cos^ü + -j^j^ sin^w, 

6) tg^ f-) = - 



UHU 


-cna 


Oi^V 


HL' coa' 


■v + G' 


em=« ' 


.HL^ 


coaä „ + 


C^Hin^i. 


] 


HJ/ CO 






C'sin 


ä^ 



^) sin^(<p - y.„j = ^^s^ _ 

Die gesuchte Gleichung der Bahnkurve lautet also: 

8) tg^ = ^ sin^ (rp - if^) . 

Das ist aber die Gleichung, die'* die beiden Katheten eines recht- 
winkligen sphärischen Dreiecks verbindet, wenn: 

die Tangente des der Seite gegenüberliegenden Winkels ist, D. h.: 
Im Falle ff =' beschreibt der Punkt auf der Kugel einen Haupt- 

kreis, der unter dem Winkel y gegen die Iforizontalebene geneigt ist 
Sehen wir nun zu, ob und wie wir dieses Resultat aus den 

allgemeinen Formeln durch Grenzübergang erhalten können. Dazu 
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§ 144. Bewegung eines Punktes auf einer J 



gehen wir am bequemsten von den Formeln (10) i 
Setzen wir in ihnen: 

10} lim^ - 0, lim (2 ff z,) = H, 

80 geben sie: 

11) ^,-«.--.-^,-i5, 

woraus : 

und also nach § 80, (6): 



1 § 142 I 






12 L' ' 



L 



13) 



Damit können wir den Grenzübergang au den Formeln § 142, (11) 
mit Hilfe von § 80, (12) nnd (13) ausführen; wir erhalten: 



15) 



H 



H 



i Gleichungen ergeben sich ganz ebenso aus (3); man muß nur 
,ß V hier Ton einem um eine Viertelperiode Terschiedenen 
Anfangspunkt aus gerechnet ist (tiir z = z^ wird hier w = 0, dort = ?i/2). 

Will man den Grenzübergang auch an den Gleichungen von 
§ 143 ausführen, so hat man zu beachten, daß die Formeln von 
§ 80 nur unter der dort ausdrückhch hervorgehobenen Voraus- 
setzung eines endhehen Argumentwertes gelten. Diese ist hier für 
keinen der drei Argumentwerte Wj, a, b erfüllt; man muß daher 
erst durch die Substitutionen; 

IC) Mj-Mg + M, « - Wg - «', b^o^-h' 

Größen u, a', b' einführen, die auch in der Grenze endlich bleiben. 
Gleichung (4) von § 143 geht dann mit Rücksicht auf § 20, (7) zu- 
nächst über in: 



= loe 



-2{u^ 






Wenden wir nun die Gleichungen (4) und (14) von § 80 i 
wir zur Abkürzung setzen: 
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-Das sphänsdte Pendel. 



so erhalten wir: 

lim (2 !» _ 2 ,, (ä' + o') + -^ [(a + ay + (« + S')' 
_ (. + „y _ (. _ ,„ + ,„g gi^m;^' 

- 2 («+".)■ t;-^. («'+»■) + c. 

Hier fallen die mit u multiplizierteii Glieder heraus, die von u freie 
geben wegen § 80, (11) nnd § 19, (14) 

2{b' + a']{^v, - ''h^)--^i^^ - 2(^ + «), 

also einen endlich bleibenden Wert; und wir erhalten, wenn wir d 
in die Definition von w mit hereinnehmen: 



lim (2 i (p) = 1 






Es bleibt nur noch übrig, daß wir die Grenzwerte von cc und ß 
bestimmen, a' und f>' sind gegeben durch; 

-L -t L 

mit Hilfe von (2) folgt daraus : 





lin,*' ''' r t' ''• loc^ + I^»'-'-' 


19) 


yifjy.'-v yn ''» + l/j,"-.,> 


"i„g° + iVtf Li Lys^o 
ys ' ^,ys ys °LyH-o 


und: 


20) lima' = Mj +lini5'. 


(Wegen der Vorzeichenbestimmungen vgl. man § 143.) 


Es wird also, da nach (3) lim«^ ^ J^ ^^^. 


21) lima>-lini/?.-+ ^, lim^i ilog^]^?!*'' 


und folghch: 




li^?,V_I(,» ■»2<» + ?0 ... i„. tg2. + tg2f;i 
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Bei'I elitig inigen. 

Zum erstell Teil. 

Seite 75, Dei'. XI bedarf des Zusatzes, daß der Zusammen]] aiig (IJef. VIII) 
durch innere Punkte (Def, XII) vermittelt sein muß. 

Seite 75 Sata XVII ist zuaufügen: „und für das dyjdx nicht Öfter als 
oiumal unendlich wird". 

Seite 125 Z. 3 V. \\. statt „awei" lies „einen". 

Zum zweiten Teil. 
Seite 6*, Safa I ist zuaufügen : „wenn die Ay i der Bedingung (4) genügen". 
Seite 139 In den Formeln (7) bis (9) ist J und a^ au streiclien. 



Seite UO, 


(12) statt 


V lies Y'- 


Seite 201, 


Z. 10 n. 6 


V.- n. statt w. li 


Seite 207, 


Z, 6 V. u. 


statt *j* lies S, 


Seite 216, 


Z, 16 statl 


] »B lies 3,". 


Seite 219, 


Z. 9 V. u. 


statt 10 lies 19. 


Seite 225, 


§ 93, Z. i 


statt 64 lies 63. 
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